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Die Herau.-^icabe einer Ueborset/.uiig in fraiizosisohrr und englischer Sprache» 
sowie in uuderon moderaeu Spruclicu wird vorbehaltea. 



VOEEEDE. 



Die vorliegende Schrift behandelt die Variationsrechnung für 
Funktionen einer unabhängig Veränderlichen in einer yon der 
herkömmlichen verschiedenen Weise. Zunächst wird nämlich 
der Fall, da nur der erste Differentialquotient unter dem Inte- 
gralzeichen vorkommt, ganz allgemein abgehandelt nnd von da 
aus zu den allgemeiDsten Sätzen übergegang en. Dann ist aber 
auch der ganze verwirrende Ballast der Grenzgleichungen fort- 
gefallen, an deren Stelle die Betrachtungen des §. 6 und der 
ähnlichen späteren getreten sind. Ich glaube, dass dadurch 
die ganze Theorie an Einfachheit gewonnen hat Dabei aber 
lag eine weitere Aufforderung zu dieser Auflassung in der 
Nothwendigkeit, jeweils entscheiden zu können, ob auch wirk- 
lich ein Maximum oder Minimum vorhanden sei, welche Ent- 
scheidung in der allgemeinsten Weise durchgeführt wurde. 

Somit glaube ich für Funktionen einer unabhängig Ver- 
änderlichen die Theorie zum endgiltigen Abschluss gefuhrt zu 
haben, was selbst in dem Moigno-Lindelöf sehen Werke nicht 
geschah. Die Aufgaben sind ziemlicli zahlreich und fast aus- 
schliesslich aus dem Gebiete der Anwendung gewählt. Wie 
sonst auch, habe ich in dem jetzigen Buche die Literatur des 
Gegenstandes kaiun berührt Wer darüber Auskunft wünscht, 
findet sie in reichstem Maasse in „A History of the Progress of 



VI Vorrede. 

the Calculus of \'aiiatioiis duriiig the nineteoiith Century. By 
J. Todluuulcr. Cambridge and London. 1801". 

Als besondere Werke über die Yanationsrechnung 
führe ich an: 

M ethodns inveniendi lineas curvas mazimi minimiye pro- 

prietate gaudentes, seu solutio problematis isoperimetrici in 
latissimo sensu accepti. Auct. L. Euler. Lausannae etGeuevae 
1744. 

Analytische Darstellung der Variationsrechnung mit An- 
wendung derselben auf die Bestimmung des Grössten und Klein- 
' sten. Von Dirks en. Berlin 1823. 

Die Lehre vom Grössten und Eleinsten. Von Ohm. Berlin 

1825. 

Theorie und Anwendung des sogenannten Variationscalculs. 
Von Strauch. Zürich 1849. 

An elementary treatise on the Calculus of Vanations. By 
Jellel Dublin 1850. (Deutsch von Schnuse. Braunschweig 
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Stegmanii. Cassel 1854. 
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Erster Abschnitt 



Eine Funktion einer einzigen abiiäiigig Veränderlichen 

wird gesucht 



L Angenommen, in emer Ebene seien swei Punkte gegeben, 
deren Abenssen a und h (bei rechtwinkeligen Koordinaten) seien, 
nnd man soll swischen diesen Punkten in der Ebene eine Knrre sie- 
ben, deren durch jene swei Punkte begrenzter Bogen kleiner sei als 
der eben so begrenste Bogen irgend einer anderen solcher Kurven. 

Ist allgemein y die Ordinate irgend einer der unzählig vielen 
möglichen Kurven, die alle durch die beiden Punkte gehen, so ist 
die Länge des Bogenstüekes: 



wo wir allerdings voraussetzen, es sei b ^ a, und in der ganzen 
Ausdehnung wachse der Kurvonbofjfen mit wachsendem X. Dies dür- 
fen wir aber in unserer Auffjabe sicherlich, da Kurven, welche eine 
Zurückbiegunf? erleiden, dieselbe nicht lösen können. 

Ist y als Funktion von x bestimmt, so ist damit die Kurve selbst 
bestimmt, so dass wir also aussprechen dürfen, es solle in (a) die 
Funktion y so bestimmt werden, dass für dieses y der Werth von 
(a) geringer sei als für ein anderes. 

Den Grundbep^riffen der Lehre von den grössten und kleinsten 
.Werthen zufolge werden wir aber mit der gesuchten Kurve nur solche 

Dieager, Variationsrechnang. } 



§. 1. 



Stellung der Au^abe, 



b 




a 




2 §. 2. Darstellung der Formänderung. 

verfrleiclieii, die wenig von ihr abweichen, und es muss für die ge- 
ßnclitc der Kurvonbogen kürzer Bein, als für die so mit ilir vergli- 
chenen. 

Es wäre natürlich deuk]»ar, wenn es auch in der vorliof^eudnn 
Aufgabe tlratsächlich nicht so ist, dass einer bestimmten Knrve die 
Kiirenschaft des Minimums zukommt: dass dann, wenn man nach 
eimmdor benachbarte, nur je der Form nach wenig verschiedene, hc- 
truchten würde, endlich einer die Eigenschaft des Maximums zu- 
käme, u. 8. w. 

II. Wir haben eben gesehen, dass es sich darum handelt, für 
eine Kurve andere wenig der Form nach von ihr verschiedene zu 
setzen, und sie mit jener zu vergleichen. Analytisch gesprochen 
müssen wir also mit der gesuchten (vorläufig noch unbekannten) 
Funktion y nur solche Tergleichen, deren Werthe, bei demselben rr, 

sehr wenig abweichen von ihr, dieses 
^* Wenige aber in willkürlicher Weise. 

Dies ist nur denkbar, wenn man für y 
andere Funktion s formen wählen 
kann, die immer willkürlich bleiben. 

Stellt AGB, Fig. 1, die gesuchte 
Kurve vor, 80 sind etwa mit ihr zu ver^ 
gleidien: ACB^ ABB, AEB, AFB, u. s. w. 

Darstellung der Formäiideniiig. 

I. Wie wir oben sahen, handelt es sich vor Allem darum, zu 
untersuclicn , in welcher Weise sich die gewünschte Formänderung 
analytisch darstellen lasse. Zunächst ist es nun leicht, eine Funktion 
zweier Grössen: x und c herzustellent welche für 

e = 0, Ci, fig, . . . , . . . . . . . (a) 

die Formen 

tp {x\ ifi^ (a?), ^a(«), . . . ^«(a;) (b) 

annimmt. Ist nämlich 

/(£) = - O «J, =/,(«) (C) 

so wird 

jenen Bedingungen genügen, wie man sich leicht überzeugen kann. 
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§. 2. Darstellung der Formändenmg. 3 

Die Grosso z ist ersichtlich eine stetige Funktion von f, die für 
die o])en in (a) angefülirten Wertlio die in (b) ge^?ebenen liefert; 
für Wcrthe von e, die zwischen den erst genannten liegen, werden 
somit auch Werthc von ß (in x) folgen, die wir gewissennaassen 
ebenfalls als zwischen den in (b) aufgefülirten liegend ansehen 
dürfen. 

Uebrigens giebt es noch viele andere Formen von /(f), die 
man statt der (o) benutzen könnte. So etwa dürfte man statt £, 
f — «1, . . ., 6 — ««in "(c) auch setzen: sine, sin(£ — «i), . . 
— £„), u. a. m. 

II. Hieraus geht wohl schon hervor, dass man sich immer eine 
Funktion zweier Veründerlichen, % und denken kdnne, die durch 

H^.^) (e) 

mag bezeiehnet sein, welche die Eigenschaft hat, für €=0 zu einer 
bestimmten Funktion von x zu werden; für andere Werthe von 
e aber ganz andere Funktionen zu liefern und bei stetiger Aende- 
nmg vom £ die Funktion von («) stetig in andere umzubilden. 

Denkt man sich (e) nach dem Mac-Lanrin' sehen Satze ent- 
wickelt, so hat man 

^ {X, £) = ^ {X, 0) 4- € V' (a?, 0) + j^i^"(a?,0) + 
wo die DifiTerenzirungszeichen sidi natfirlich auf fi beziehen. Hier 
werden die Koefüzienten von £, ^ ^ , ganz willkürliche Funktio- 
nen von m sein* 

Ohnehin ist es sehr leicht, eine Funktion ^ (d?, c) anzusetzen, so 
besehaffoin, dass sie selbst und ihre n ersten Differentialquotienten 
naeh € ftlr £ == 0 die willkfirlichen Funktionen 

^x{x\ . . ., 

werden. Dieselbe könnte etwa sein: 

1 • • • ji -f- 1 

irof(x,s) irgend eine beliebige Funktion ist, welche nur der Be- 
dingung unterworfen ist, dass sie selbst und ihre ft ersten Differen- 
tialquotienten naeh e für £ = 0 endlich bleibt. 

UL Ist also ff = q>(x) die Auflösung der in §. lU I* gestellten 
Aufgabe, so- werden wir statt p in dem dortigen Ausdrucke (a) setzen 
if(Xt e), mit der Bedingung, dass ^(s, 0) = ip(x)i der so erhaltene 

1* 



4 §. 3. Allgemeinere Aufgabe. 

Ausdruck muss dann, bei kleinem 6, mehr sein, als für £ = 0, d. h. 
der neue Werth (des Bogens) muss ein Minimum sein für s z= 0. 

Lässt man, insofern nicht ganz besondere Bedingungen obwal- 
t6Dt if (dp* s) durchaus willkürlich (mit der einzigen Bedingung für 
e = 0), 80 ist sofort an ersehen , dass man alle möglichen Nachbar* 
kurven erreichen kann, also die Aufgabe richtig gelöst ist *). 

lY. Statt y durch ^ (de, a), d. h. eine gescMossene Funktions- 
form SU ersetzen, kann man auch nach ILdieBeihenform anwenden. 
Dann setat man £är ff: 

9 + {^y + Y^^'^+ 

vo y die gesuchte Funktion, dy^ d^y, ... gani beliebige Funktionen 
von X sindf die man erste, iweite, ... Variation Ton y nennt. 

Ist = 4^ und man setzt für y: tlf(Xf e), so hat man für 

d ^ (x. s) 

natürlich au setaen: — -r — Wählt man statt der geschlossenen 

(tx 

die offene Form (f ) , so hat man für zu setzen : 

y + Y V + o *'»'+•• • 

WO nun aber 

ist. Bei der Willkürlichkeit von öy^ d^y^ . , . sind natürlich die 
Grössen (g) ebenfalls ganz willkürlich. 



§. 3. 

Allgemeinere Au^abe. 



L Seien a und h swei bestimmte Grössen, /(o^ y, ^) eine be- 

dy 

kannte Funktion von y, — , so soll y als Funktion von x so be* 

QX 

stimmt werden, dass 

Man kaon immer ^ so bsidiaffea denken, dass für s = S|, wo «i 
beliebig klein, 1/^(0;, Sj) = F{x)t welches auch die Funktion F sei. Ebenso 
kann aber auch für # = eine andere Funktionsform erreicht sein. Lässt 
man nun V fianz willkürlicb, wie dies im Folgenden der Fall ist, so können 
offinibar äUe möglichen anderen Funktionsformen als erreicht angesehen 
wefden. 



§. 3. Allgemeinere Aufgabe. 5 
» 

J== f/(x,9,^dx (a) 

a 

ein Maximum oder Minimnm werde*); dabei setzen wir voraus, dass 
der Wertii von y für x ss a und x = h gegeben seL 

Ißt y = (p (x) die gesuchte Funktion , so werden wir also nach 
§. 2 an die Stelle von y in (a) setaen ^(jB, c), wodurch wir erhalten 

^.»//[«.♦(«..).^]<i» (.0 

a 

und aoBdrfickent dass «7*1 ein M. M. sei fär < = 0. Das kommt dar- 
auf hinaus, die Grössen 

sn bilden, in ihnen s = 0 zn setzen; dann die erste gleich Noll sa 
machen und das Zeichen der aweiten au untersuchen. 

Setaen wir für den Augenblick s. A* wieder if («, b) gleich 

^ ^ gleich y', so ist (da a, b unveränderlich sind) 
de Idy de dy' de] 

— rr^ - A 1^^/ ^^ _ ^ A c^d^ 

~" J \öy de dx W öe/ de dx \dy')\ 



wenn wir durch 



^^(aj) den Werth von F(x) fftr ar = also JP(ö), 

^F{x) die Differenz — F(a) (b) 



bezeichnen. (Substitationszeichoii.) 

Bezeichnen wir für £ = 0 (§• 2, IV.) 

durch ÄJ, 1^ durch djf. 



*) Statt immer zu schreiben : „ein Maximum oder Minimum", werden 
wir blof setMu: ein IL IC. 



G §. 3. Ail^^reuieiiiere Aul'gabe. 

so ist 



x = 6 



"=/[|- f. G^)l'-"'+Z (?-;")■■■•<•> 

a ««« 

WO nun aber (wegen a = 0) unter y die gesuchte Funktion 
zu verstehen ist. Dabei ist djf ganz willkflrlich. 

Bedeutung von ^9* 

II, Wir Ketzeii ally eraeiu y — ^{x, f ). Daraus folgt, dasB wenn 
ij der \V erth vou ^ l'üi* = & ist, man habe 

1J = ^ (ö, £), 

also 

Demnach ist ^ = & 

Da wir aber voraussetzen, dass y für a; s= 5 gegeben ist, also 
alle Fuuktionsformeii, die wir hier betrachten, für x ■=}) denselben 
Werth liefern müssen, so ist ^(6, c) nicht veränderlich mit £, d. h. 

es ist 

OB 

Dasselbe gilt für x = a*), 

Gleichung des Maximums oder Minimums. 

III. Hieraus folgt, dass in (c) Jas letzte Glied von selbst Null 
ist, mithin die allgemeine Bedingungsgloichuug des M. M. ist: 



Bei (1er Willkürlichkeit von Öy ist aber diese Gleichung nur 
erfüllt, wenn 

*) Hier ist äbrlgenB wohl daraof so achten, den wk h ab tob c unab- 
hängig anzusehen hatten, vreil eben h eine bestimmte gegebene GrSeie tat. 

HiusicLtlich des Zeichens <f lässt sich allgemein aussprechen, dass wenn u 
irgend eine Funktion von c ist, die Grosse (ft( gleich sei dem Werths von 

-— für # = a 
1»f 
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§. 3. Allgemeinere Aufgabe. 7 

Es ist die Richtigkeit dieser Behauptung sehr leicht eiuzuseheu. 
Da nämlich dy willkürlicli bleibt, so kann man etwa 

setsen, wo £ innerhalb der Integrationsgrenzen immer positiv ist. 
Dann kaigi offenbar das Integral in (tt) nioht Noll sein, wenn nicht 
(1) erföllt ist. 

Die (1) bestimmt nun die Funktion ff. 

Behandlung der (1). 

lY. Diese Gleichung ist im Allgemeinen eine Differentialglei- 
chung aweiter Ordnung, deren Integration also zwei willkflrliche 
Konstanten-: Ci, einführt. 

Diese sind dann so an bestimmen, dass p die beiden gegebenen 
Werthe üGir «=tf, »=h annimmt. Damit ist dann der erste Theil 
der Au%abe erledigt. 

Besondere Fälle. 

T. Ist 

wo 9, ^ nur X und y enthalten, so ist = ^, also 

dy d9 \dtf) ^ ^ dy dx dy ^ dy 8» 

dy ^ dy dx* 

d. h. die (1) enthält gar keine Dififerentialquotienten. Jetzt wird, 
wenn nicht besondere Verhältnisse eintreten, die Aufgabe insofern 
nicht lösbar sein, als man nicht ff den beiden Grenzbedingungen 
unterwerfen kann. 

YL Ist y nicht in / enthalten, so ist aus (1) sofort 

und fiine uuchmalige Integration liefert y. 

vn. Ist c nicht antwiokdt in ^ M ist (y" " '^i^) 

Da aus (1) folgt, weil nicht = 0: 



8 §. 4. Entscheidung, ob Maadmum oder Minimum. 

"da •'dg veW — 

80 ist die (1) auch 

dx ^ dx W/ 'di^ dxV ^tf) ~~ 

In diesem FaUe hat man also sofort: 

und eine nochmalige Integration liefert y. 
VIII. Wäre die Grösse 

dtf dx \di/J 
identisch Null, so wftre 

V') dx 



ß 



unmittelbar integnrbar, and die Aufgabe gehört nidit hierher (vergl. 
§. 22, II., in). 

Wäre dagegen (d) identisch einer von Null verschiedenen Kon- 
stanten gleich, so wäre die gestellte Aufgabe nicht lösbar. 

Schlussbemerkung. 

IX. Wir müssen nun aber nochmals ganz besonders darauf 
aufmerksam machen, dass wir die beiden Grenzen des bestimmten 
Integrals«/ als konstant und gegeben voraussetzen, ebenso die beiden 
Endwerthe von y. In geometrischer Form heisst dies, es seien An- 
fangs - und Endpunkt der gesuchten Kurve gegeben , und alle an- 
deren Kurven, die man mit ihr vergleicht, müssen durch diese beiden 
Punlvte gehen. Nur unter dieser Yoraussetzung gelten unsere For- 
mein *), 

§. 4. 

Entscheidung, ob Maximum oder Minimum. 

I. Diese liegt im Werthe Ton für £ = 0, velohe (Grösse 

wir nun zuerst zu bilden haben. Dazu gehört, dass wir die in §. 3, 1. 



*) Es dürfen also nicht etwa die Werthe von y' au den beiden Gren- 
zen, behufs Bestimmung der Konstanten, gegeben sein , da man sonst nicht 
das Hecht hätte, (in II.) (f i] = 0 zu setzen, was doch für die (l) benützt 
warde. 



§. 4. Entscheidimg, ob Mairiinimi oder Minitnnm, 9 

erhaltene Grösse nochmals n«eh € diffiairensiren. Wir hetraditen 

zu dem £ude zuerst 

Da wir für y eingesetzt denken ^(x, £), also für y': ^ ^, 

80 wird 

und wenn wir beachten, dass & nicht von £ abhängt: 

dt J-^\dy dt) jLi\jbt \dycy' de 8/2 a^J 



Hier ist (nach §.8, II.) für £ = 0 sowohl |^ , als aach ^ Null; 

0£ OB 

insofern also - — t—t,, ttt nicht unendlich sind fär « = d 

öydy öy^ öy' 

(£ = 0), ist die eben betrachtete Grösse Null. Dasselbe gilt für d; = a. 
Bezeichnen wir also 

so ist 

a 

wenn man £ = 0 setat Wegen (1), da man ja den gefundenen 
Werth einausetaen hat* ist dies: 

a a 

Nun ist • 

a/ _ _d 0/ _ a/ _ jv. _ ay 

ay. d« ai^ "~ ay aajay' ayay ^ ay'^ ^ ' 

also wenn man nach £ differenairt und dann £=±=0 setzt (d. b. fOry 
den gefundenen Werth): 



10 §. 4. Entscheidiing, ob Maximiim oder MinimiiiD. 

d^f d^f d^f d^f 

dxdyd^ dy'di/'' Zydj/'f'J i« \V / 

Setzt man also 

Bo Iii 

Ö^J=f[pi,-£(^^ö,')]öyä. (.) 

a 

n. Selsen wir noeh = Q, und 



so ist 



ä7» 

0^ (u) = Ptt - («uO iß) 



wo P, Q bekauute Funktionen von x sind (in denen y den gefunde- 
nen Werth hat). 

Wir betraehten nun 

Biese Grösse ist 

Seilen wir hier z ut, so ist 

ÄTi*' ■^ufs' = uu't — (uu't + tt^O = — u^t^, 

also 

IJJL Gesetzt nun, es sei u eine Funktion von X so, daas 

0(u) = O . . ; (y) 
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tio ist hiernach 
also wenn man 

«f = «,.t = ^ (d) 

seizi: 

Nun ist 

d£ udy' — u'8y dt_ ^ »dy^ — tt'dy ^(—^ 

* " w • «« * ' da?"" ^ tt» • \dx) 

__ (udy^ — t»^dy)« 

wird also M nicht Noll innerhalb der Integrationsgrensen, 
so ist weil an beiden Grenzen Null ist (§• 8, IL): 

Bestimmung von «. . 

IV. Setzen wir 



so ist natürlich 



Die (1) ist ir=0. 

Sei nun y = 9(0;, Ci, C3) 

die allgemeine Auflösung dieser Gleichung, so wird sie identisch er- 
füllt , wenn man diesen. Werth von y einsetzt. Desshalb kann man 
sie dann nach Ci, c% difoensiren und hat 



12 §.4. Entscheidung, ob Mazimnm oder Minhmiin. 

dWdy , dWdy' . dWdy" ^ , . 
Co dy de dy cc 
dy 

Setzt man also ^ = fr, so genügt der 

dW i . ,dW „ ^ dy 

"di ^ + ö7 ^ + ^ = 0: ir=g^. wo c = c. Ci. 

Bei der linearen Form genügt man dieser Qlmohnng also durch 

ö w dw 

Dab^ ist in , natOrliob y durch ip (a^ Oi, Cf) ersetzt 

SU denken. Für keinen anderen Werth als ir = ^ wird aber be- 
kenntlich 

wie sich ans der Theorie der linearen Differentialgleichungen ergiebi. 

dW dW dW 
Daraus folgt, dass, da 0{u) = u -f u' -f u'\ 

man der (y) nur genügen kann durch 

wo y die durch Integration von (1) gefundene Funktion ist. 
y. Kehren wir zu (2) zurück, so ist dort 

wo man nooh durch eine der Eonstanten dividiren kann, so dass 

02/ , ■, dy . dy , 
• = + »'8i''^« = '»ä^ + 8f 

gesetzt werden darf. 

Lässt sich nun ))i so bestimmen (als Konstante), dass 
die Grösse {y') nicht Null wird innerhalb der Integra' 

tionsgrenien*), so hat o*J dasselbe Zeichen wie ^—7^, yorausge- 



*) Maa braucht offenbar nur einen Werth, welcher der {y) genügt, der 
aber nicht Null werden darf innerhalb der Integrationtgrenien. Wenn es also 
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seist, dass diese (irösse immer dasselbe Zeichen habe innerhalb der 

Integration sgrenzen. 

Ist also jetzt immer positiv, so hat man ein Minimum; ist 

immer negatiy, ein Maximum. Dabei sollen übrigens auch 

df 

^ „ nicht unendlich sein an den Grensen (§. 4, L). Es 

darf überhaupt keiner der in 0(öy) vorkommenden Differentialquo- 
tienten innerhalb der Integrationsgrenzen unendlich werden. 

Fall, da ^ = 0. (§. 3, V.) 

VI, Jetzt ist 

a/ _ ^ a/ eqp a^/; 

dp dx ay dy dx* 

« a 

Es muss also, wenn die Aufgabe überhaupt uulässig ist, 

— dxdff ^^^^^^^ Zeichen behalten innerhalb der Integrations- 
grensen, das dann offenbar wie oben entscheidet. 
yiL Wftre auch noch 

8'> _ a /a^ 

dy^ dxdy dy\dy dx) 
identisch Kuli, also 

a^ aj/; 

ay a«"" • 

a JF* 

wo X eine Funktion yon jp, mithin wenn ^ = 



9» = II + ^» + ^1 ; » + = H + + ü 

so Wäre die (1): 

woraus natürlich nichts su schliessen ist Ist aber identisch Z=sO« 
so ist das Integral uninittelbar bestimmbar (§. 3, YHL). 

einen Werth von « giebt, für den (/) nicht Null wird in dieiea Grausen, 10 
wähle man diesen und die ganze fieohnimg ist in Ordnoog. 



14 §.5. 1. Kürzeste Linie in einer Ebene. 

FaU, da / kein ^ enthält 
yilL- In diesem Falle ist die (1) in §. 3 : 

ri=» (•) 

wfthrend man 

«»J'=/gj M 

a 

findet. Im Allgemeinen «ifd wohl auch jetat die etwa vorgelegte 
Aufgabe nidit lösbar sein; wenn sie es aber doch ist (was von der 

/ 

besonderen Form derselben abhüngt), so entscheidet 77— Diese 

dt/" 

CrTÖSse musHi also innerhalb der Integratiunsgrenzen b( .ständig posi- 
tiv oder jiegativ sein, und man hat im ersteren Falle ein Minimum, 
im zweiten ein Maximum. 

Wir wenden uns nun zunächst zu Beispielen. 

§. 5. 

1. Kflneste Linie in einer Ebene. 

I. Zwi seilen zwei feeteii Punkten in einer Ebene soll die kür- 
zeste Linie in derselben gefunden werden (§. 1). 
Hier ist 

Also(§. 3, YL) 



Vi H-V» 

woraus als konstant bervorgeht, d. h. 

y = <Ji« + (a) 

Dann (§. 4, III.) 

a«/ _ 1 

§7« " (1 -h 2/-o^' 

welche Grösse immer positiv ist. Ferner (§. 4, V.) 

^ = «I 5— = 1;W5 [- — = m4-afii 

WO nun offenbar m sich immer so bestimmen lässt, dass m x nicht 
Null ist innerhalb der Integrationsgrensen. Die Gerade (a) liefert 
also das Minimum. 
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2. Kurve der kleinsten Botationsfläche. 

II. Zwischen zwei festen Punkten in einer Ebene soll eine Kurve 
befitimmt werden so, dass dieselbe bei dec Rotation nm die X'Axe die 

kleiüste Oberfläche erzeugt. 

Hier ist 

b 

J= Vi 4- y'^dx, 

WO wir b ^ a, y positiv und den Bogen wachsend mit wachsendem 
X voraussetzen. 

Die (1) giebt (§. 3, VIL) 

Paraos ^ 

y 4- Vy' -cl — 6-^^"^*"^, y^-c}= [c^e-^^-^yV-, 

Setzt man e%= e^e % wo das Boppelseichen dem vorigen ent- 
sprechen soll, so bat man 



d. h. allgemein 



^~ 2 ' '2 



'y=4 v^^+ r"*~; (b) 



X — * X — *^ 

2 

wenn h, h die beiden Konstanten. Die Kurve ist sine Kettenlinioi 
welche dnrch die zwei festen Punkte gehen mnss. 

III. Es fragt sich nun aber, ob es möglich sei, immer durch 
zwei gegebene Punkte auch eine Kettenlinie zu legen, d. h. es fragt 
sich, ob man aus 
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Ä ( — — h f — 
^ = "2 1^*+« V. ^ = 2^^* + e (c) 

wo ly, ? die (gegebenen) Ordinalen der beiden Punkte sind, die Kon- 
stanten h und k bestimmen kann. Setzen wir b — ib = a, so ist 
die zweite (c): 

und es muss also, bei festem Wertlie von«, ein Werth mOglieh sein, 
was auch das positive { sei Dieser V^ertli ist übrigens auch nur 
positiv au nehmen. 

Betrachten wir nun aber die Grösse 



80 ist 

dv 
du 



welch letztere immer positiv ist bei positivem u. Die Grösse v er- 
reicht also einen Minimnmwerth, wenn 



1 

u 



ans welcher Gleichung durch Näherang folgt: 
a . _ . « 



— = 4- 1 • 19968, 1» = ± — 



9968 * 



wo man das Zeichen immer so wählen kann, dass u ^ 0 ausflült. 
FOr diesen Werth ist 9 ein Minimum , und es findet sich 

«/gl -19963 4_ g^VimS\ 

' = ± 1 19968 ■^ = ±8-01776«. 

Da der Bruch ^ abnimmt mit wachsendem j?, e' dagegen 

annimmt^ so giebt es nur einen Werth, f&r den 
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Fig. d. 
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also in v auch eiu einziges Mimmum. 

HierauB folgt, dass wenn die Eetienllnie soll gezeiohnet werden 
können, nothwendig 

{ > ± 1 '50883 (6 — Ä;) (d) 

sein muBS, wo das Zeichen so zu wählen ist, dass die zweite Seite 
positiv ansföllt. Ganz eben so ^ 

n > ± 50883 {(( ~ Je) . (d') 

Es lässt sich dies geometrisch leicht aussprechen. Sind M, iV, 

Fig. 2, die beiden Punkte, so ist die 
Abszisse des tiefsten Punktes B der 
Kettenlinie k, und seine Ordinate h, 
so dass OC =:z k, OB = h. Dem- 
nach (wir nehmen a und ( positiv) 
h — Jc= OB, a — * = — il a 
Ziehen wir nun durch 0 eine Gerade, 
welche mit der Abssissenaxe den 
Winkel a, bestimmt aus 

tffa=l' 50883, a == 56« 28', 
macht, so mnss N fiber dieser Geraden (CS) Hegen; macht CT mit 
00 denselben Winkel so mnss ebenso über C T liegen. 

IV. Was die wirkliclie Bestimmung von h und k betrifft, so 
hat sie aus den (c) zu geschehen. Um dieselbe zu erhalten setzen wir 

woraus 

so dass 

woraus ft, q zu bestimmen sind. Dabei wollen wir i} >> S annehmen, 
was offenbar der Allgemeinheit keinen Eintrag thut *). 
Dann ist (f» 0) 




♦) Für = t ist A; — V2 + /* w'i wie Ä, positiv, da I > 0 

angenommen ist. Da e" -j- e"*" von v = 0 an wächst, aber > f , «o igt 

-f p > ,u — also (I > 0 und folglich * > y^{a -j- Ii). 

1) i e n g e r , Variutiouercrliuung. 2 
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(tf* — cr-i«)«=(e^* +e-f*)« — 4, «rf« — = VC«/* -I- e-A*)« — 4 ; 

weiter 



somit 



oder da I > 0: 



2(12 - ö e-" ' ; ' 

auB welcher GleiohiiDg der poritWe Werth von fi su ermitteln ist 
Jedenfalls muss 

sein, von welchen Bedingungen die zweite die erste einschliesst, 
so dasB 

> ^ d. b. > A < J 

ist, wie allerdiiigs vou selbst klar. 

Der Differentialquotient der zweiten Seite von (e), nach f», ist 

(ft«— Vl.2.3 ^ 1..Ö ^ ^ 

also (für ^ ^ 0) immer positiv, so dass diese Grösse wächst mit 
wachsendem ß\ der DifEisrentialquotient der ersten Seite ist 




Der Zfihler dieses Braches kann Null werden, wo dann 

> 



jd byGoogle 
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ist, welcher Werth wirkHch > ist. Für f* = ist der Zäh- 

1er aes Bnulies (f/) negativ, für ar= oo aber positiv, so dass er sein 
Zeichen wechselt bei dem vorhin angeführten Werthe. Die erste Seite 

von (e) ^von ^ = ^ an^ nimmt also anflbiglich ab, und wächst 

sp&ter; sie erreicht ein Minimum für 



I'ür diesen Wertli ist diese erste 8eito 

_ 1 (in- i^__ Hn^l) _ I A , 5\ 

I I 

welcher Werth zwischen -—r und 2 liegt, also zwischen dem An- 
fangBwerth von und dem Doppelten desselben. 

Zeichnet man mithin die beiden Kurven, weiche die erste und 

t 

zweite Seite der (e), von f* = an, darstellen, so wird die erste 

sich suerst senken Ins an f* = ^ yi -f nnd sieh von da an 

wieder heben, während die zweite fortwährend steigt. Ein Durch- 
schneiden beider Kurven ist also möglich, nicht aber nothwendig. 
Im letzteren Falle ist die Aufgabe unlösbar (III.) ; im ersten giebt der 
betre£fende Werth von (i die gesuchte Wurzel der Gleichung. 

Ist f* bestimmt, so ergiebt sich p aus 

und dann A, h aus 

h = k = J(a + t) + Ap. 

V. Behufs der Entscheiduug , ob Maximum oder Minimum, hat 

man: 

V_ yy' W p . ... 

2* 
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20 §. 5, 2. Kurve der kleinsten Rotationsfläche. 
Bann 

ä=,(/-?+.-=?)-i^ (/■?-,-=?), 

lf_-,(."-.-n2=i(.--.-"). 

also 

dy rfy ?^ — X _ g — 



Sollte letstere Grösse iimerhalb der Integrationsgrenzen Null 
werden, so müsste 

»» = 7^ — ^^^t Äm — * = — « . . . . (f) 

hl/ Ä ' y' 

sein. Ziehen wir nun im l'unkte {x, y) an die Kurve eine Tangente, 
so trifft dieselbe die Abszissen - (Rotations -) Axe im Punkte, dessen 

AbssisBe = — ^. Da im Scheitel E die Grösse y' Null, also 

41 

p- =z 00, ist; von Jf bis B aber Sf^ n^ativ; von B \nB N posi* 

tiv, so Iftuft von Jf bis die Grösse — x durch n^tive 
Werthe (bis — co bei B) ; von M bis i\r durch positive (von -|- oo an). 

y 

Würde nun -j — a?, wenn mau von M zu N geht, alle möglichen 

y 

reellen Werthe durchlaufen, so g&be es offenbar für jeden möglichen 

y 

Werth von m auch einen ^ — a?, der (f) genügte, und es würde 
somit unmöglich sein, einen Werth von m su finden, für den 
-j- m nicht Null würde (innerhalb dei* Integrationsgrenzen). 

y 

Dies wäre etwa der Fall, wenn ^ — a; für If positiv, bei N nega- 
tiv wäre. Würde dagegen — — « für Jf negativ, = — «, sein, so 

müsste bei jy dieselbe Grösse entweder positiv, jedenfalls aber über — «, 
sein. Da wir a und h positiv annehmen dürfen, so ist — x von 
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M bis R entschieden negativ, während von -ß bis N diese Grösse 
positiv und (später) negativ sein kann. 

Zieht man nun in M eine Tangente an die Kettenlinie und es 
trifft dieselbe die Abszissenaxe in Mi ; trifft ebenso die Tangente 
im I'uiikte N iu aui' die Abszissenaxe : so muss nothwendig 

ONt < OMi 

sein. Denn es ist für M: 
für N: 

imd da mithin 

— 0^1 > — OMu also OiV, < Oil/, 
sein muBB, so ist unsere Angabe als richtig befunden. Die eben an- 
gegebene Bedingung lässt sich leicht dahin aussprechen, dass sich 
die fraglichen beiden Tangenten oberhalb der Abszissen- 
axe (auf der Seite der positiven j/) schneiden müssen, wenn über- 
haupt Ton dnem M. M. die Rede sein soU. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so bat man aber ein Minimum. 

8. Botationakdrper vom geringsten Widerstand. 

VI. Man soll die Form desjenigen Rotationskörpers bestimmen, 
welcher, wenn er parallel der Axe seiner Figur bewegt wird, den 
geringsten Widerstand in einem widerstehenden Mittel erleidet. 

Wir nehmen an, dass wenn eine Ebene vom Flächeninhalte F 
sich in einer zu ihr senkrechten Richtung in einer Flüs^^i^^keit von 
der Dichte q bewegt, mit einer Geschwindigkeit v, der Widerstand 
gleich k(fFv^ sei, wo Ä; ein bestimmter Eoefißzient ist. 

Bewegt sich nun aber diese Ebene nach einer Richtung, die mit« 
ihrer Axe den Winkel (p macbt, so trifft dieselbe in der Bicbtung 
der Bewegung auf eine Flüssigkeitss&ule, deren Fl&ehe nur Feasqf 
ist. Die Geschwindigkeit kann zerlegt werden in veo»ip senkrecht 
zur Fläche, und V9in€p parallel zu letzterer; nur mit Jener stösst 
die Fläche senkrecht auf die Flüssigkeit. Demnach verhalten sich 
die Dinge so, als wenn die Ebene Feosfp mit einer Geschwindigkeit 
veoBtp senkrecht auf die Flüssigkeit stdsst, so dass der Widerstand 
gleich kQFv^cas^tp ist Eine (Kreis-) Eegelflädhe, die sich gegen 

ihre Axe unter einem Winkel -r — q> neigt, und sich nach der Rieh* 
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tung ihrer Axe uiit einer Geschwindigkeit v bewegt, ist in derselben 
Lage, wie die so eben betrachtete Ebene, insofern beide Flächen 
denselben Inhalt haben. 

Eine Rotationsfläche ist der Grenzwerth einer Summe von 
(Kreis-) Kegelflachen, luid da die Neigung ^ jedes Elementes der 

erzeugenden Kurve gegen die Axe durch die Gleichung tg^ = -r^, 

dp 

also die Neigung op der Senkrechten aui dasselbe durch cotg 9 = 

u X 

dy 

dx 

gegeben ist, woraus cog y = y folgt, so findet sich leicht, 

dass der Widerstand der liotationsliäclie gleich 



C 
J 1 



dx 



ist, wenn a, h die festen Abszissen der Endpunkte, p die (laufende) 
Ordinftte der erzeugenden Kurve ist Die Endpunkte derselben sind 
fibrigens als gegeben angesehen. Jetzt muss also 



V 

f 



j-qp-yj dx ein Minimum sein, wo nun (§. 3, VII.) 



ist (^ und y' positiv). 
Die (1) liefert 



yy'' -I- //•') " 2/^ _ 



d.b. 



Setzen wir ^ = so ist 

{X-^u'Y dy dx 1 Ccy C^y ^ 

Als Integralsystem der gesuchten Kurve hat man also 
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«=c,[/(«) + i + ^y i^jfi'.. . . (g) 

zwiBchen welchen Gleichungen u su eliminiren wäre. 

VII. Aus (g) folgt 



Dabei ist C] ^0, wie aus der anfanglichen Gleichung sofort hervor- 
geht und y* positiv). Aus den (gO folgt, dass für « = + 
wo jedoch nur das obere Zeichen gilt (da « = y nur pomtiv ist), 

d«y . 

y ein Minimum erreicht, da dann z j> 0 ist. Für denselben 

du* 

Werth ist übrigens auch x ein Minimum. Ton te an werden 

also // und X mit w wachsen; lässt man u unter \/3 sinken, so wer- 
den X und y ebenfalls wachsen mit abnehmendem u. 

Die durch (g) gegebene Kurve scheidet sich also naturgemäss 
in zwei Zweige; im einen geht u von V^3 an bis ins Unendliche ; im 
anderen u von Vi" bis 0. Wir wollen die Zweige als ersten 
(u ]> Vs) und zweiten (« <C Vs) untereoheiden. 

Da 

d»y du JL^ I»» 

da?« da; *~ Ci (1 -{- m^) (j^a _ 3) 

im ersten positiv, im zweiten negativ ist, so wendet jener seine hohle 
Seite nach der Bichtung der positiven, der andere nach Richtung 
der negativen y, 

y ist unendlich für «sr: 00 und für u =0, sodass beideZweige 

ins Unendliche verlaufen; für den ersten Zweig (w ^ Vs^) ista;=a), 

wenn y = oo j für den zweiten (m <C 1^ 3) ist für tt = 0 ebenfalls 
Ä = 00. 

d^ 

Da 3^ = fi« so haben im Anfangspunkte beide Zweige dieselbe 

Tangente, welche mit der Abszissenaxe einen Winkel von 60^ macht, 
und es ist der erste Zweig beständig über, der andere beständig 
unter dieser gemeinschaftlichen Tangente. 

Ist nämlich yx die einem bestimmten x zugehörige Ordinate der 
Tangente, so ist die Differenz 



24 §. 5. 3. Rotationskörper vom geringsten Widerstand. 

y — = öl jf, 

aufäöglich («t — V~S) Null; ferner ist 

^i!i = V3,!^ = V3^ = v/i g -3) 

(io; * 

aleo 

^» - yi) _ ^ (1 + n^) (u« - 8) (1 + u^) (u^ - 3) 

_ . (1 + (^^ ~ 3) (i^ -~ 

Diese Grösse ist hiemaeh in beiden Zweigen positiv, nnd folg- 
lieh wird im ersten Zweige, wo u wichst« y — ffi wachsen, also im- 
mer positiv sein; im sweiten, wo u abnimmt, aneh ff — jfi abneh- 
men und mithin bestftndig negativ sein. 

Vni. Ehe wir weiter gehen, wollen wir über M. M. entscheiden. 

Um ^ aus (ff) zu finden, wird man u ids eliminirt an 

(lenken haben, so dass man u als Funktion von {z und) Ci und 
mittelst der ersten (g) an^iusehen hat. 
Daraus folgt 

äy _ dy dtt, cy_ (1 + «-') (u-' — 3> du (1 -h uQ« 
dci du öc, ^ dci II* dci «8 * 

^ — (1 + «')(«* — 3) 9«, 
ei(^ ^ ö« öcj 8<Ji 1*4 8ci' 

nnd dann 

S5 + 



woraus nun 



dci M* L w^J ci 

rfy , ^ _j_ ^ = f. — 

<l(^ . ' dci dCf Ci Ci 

Da wir y positiv voraussetzen, so mnss also Mr das gesuchte 

Minimum 3 — y'^ d. h. 3 — w' positiv, u <. sein. Es kann 
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also nur der zweite (uotere) Zweig, der gegen die Absziasen- 
axe hohl ist, den Forderangen der Aufgabe entsprechen. 

Die weitere Bedingung besteht darin, dasB ein Werth von m 
möglich sein muesi für den nicht 

Cl Cl CiU Cl 

— — X — (cim — Cj) = 0 
u 

ist* Nun ist u <^ VS; yfird jetzt wachsen mit wachsendem 

Kurvenbogen, da wenn Ä, Fig. 3, der Anfangspunkt, AB die Tan- 
gente in demselben, alle Tangenten 
die Abesissenaxe in Punkten treffen^ 

deren Abszissen ^ ^ kleiner 



Fig. 3. 



p sind als für die erste; daraus folgt 

y^"^ von selbst, dass die fragliche Grösse 

^\ nioht alle möglichen Werthe durch- 

l&uft, man also in immer noch so 
C ^ wählen kann, dass die vorhin ange- 

führte Gleichung nicht erfüllt ist. 
Demnach hat mau ein Minimum. 

IX. Die Bestimmung der zwei Konstanten erfolgt aus der be- 
kannten Lage der zwei Endpunkte. Da die Lage des Koordiuaten- 
anfangs eine ganz beliebige ist, so kann man ihn nach Bequemlich- 
keit wählen. Legen wir ihn einmal so, dass A, in der Ordinaten- 

axe liegt, so ist da 0G= ^ (Vs) "h y + + ^2, dasölei- 
chnngssystem des Zweigs : 

und es wird sich fragen, ob irgend ein beliebiger Punkt der Ebene, 
dessen x und y positiv sind, in dieser Kurve liegen kann. Sind p, q 
dessen Koordinaten, so muss 

p = [ + - + - i I (3) ~ - J , « = c, 
sein. Daraus zunächst 



4« 



q (1 -h u^y 
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woraus u zu bestimmen ist, worauf dann C] sofort folgt. Es wird 
sich also blos um die Frage handeln, ob die zweite Seite dieser 
Gleichung alle möglichen positiven Wertbe auuehmeu kann. Sie 
ist aber 0 für u = Vs, und oo für I» = 0, woraus unsere Frage 
sofort bejahend beantwortet ist. 

Sind nun im Allgemeinen die Koordinaten der beiden gegebe- 
nen £ndpankte (für die anfängliche Lage der Azen) : 

80 mnss 

1"// . . 1 . 3 1 . (1 + 

sein, wo , ti, die entsprcclienden Werthe von u bedeuten. Aus 
diesen vier Gleichungen sind Ui, t^, Ci, 2u bestimmen. 
Man hat 

so dass 

»-»=(-nr;i|P [».•'(«♦) + «« + 41^] 

- (T+lJy '^"'^ + «. + i^^] • • • • («) 

ist. Denkt man sich also eine Tabelle der Grösse 

[„.i(„) + „ + _i_ ..(„') 

berechnet, so wird man darin diejenigen Werthe von u(uu "2) wäh- 
len, für welche die (a) erfüllt ist. Daun ergeben sich Cj, sofort, 

und die Aufgabe ist erledigt. 

Man wird beacliten, dass der Körper, den wir gefunden, ring- 
förmig ist, d. h. dass wir ihn vorn und hinten offen denken, wie na- 
türlich, da wir den Widerstand des vorderen Kreise» nicht in Be- 
tracht ziehen. 

Wollte man übrigens fordern , dass im Anfangspunkt ?/ = 0 
wäre, so hätte man oben r} — 0^ woraus Ci = 0 folgen würde. 
Dies würde in VI. zur Folge haben: 

^ = 0, oder y' = 0, 



§. 6. Grenzbedingungen. 



27 



▼on welchen Gleichimgen die ente su verwerfen wftre. Bie sweite 
würde 



liefern, wo aber =: 0 sein müsste. Dies ist natürlich abermals 
zu verwerfen, 80 dass also eine in eine Spitze auslaufende Form 
nicht besteht. 



I. In den seitherigen Untersuclumgen nahmen wir an (§.3, I.), 
das» die (Jrenzwerth(? von x (jt und 6), so wie die Werthe von // für 
diese Werthc gegeben, also unveränderlich, seien. Es kann sich 
nun aber ereignen, dass gewisse Bedingungen, die nur an den Gren- 
zen stattliuden .sollen, gegeben sind, aus denen dann erst dieWerthe 
von a und l», u. s. w. zu ermitteln sind (Grenzgleichungen). 

So etwa könnte in dem ersten Beispiele des §.5 noch bestimmt 
sein, dass die kürzeste Kurve nicht zwischen zwei Punkten in der 
Ebene, sondern zwischen zwei gegebenen Kurven (in derselben) zu 
zidien sei, wo also die Grenzwerthe der Abszissen (a und h) und die 
ihnen zngehörigen Ordinaten den betreffenden Gleichungen der Kur- 
ven genügen müssen. 

Derartige Au%aben lösen sich nun aber ganz in der seitheri- 
gen Weise. 

Soll also das Integral 



zu einem M. M. werden, und sind o^i, Xt selbst noch zu bestimmen, 
wozu ganz offenbar noch gewisse Nebenbedingungen werden gegeben 
sein müssen, so wird man bedenken, dass wenn die Aufgabe über- 
haupt lösbar ist, endgiltig die Werthe j^i, ^2* sowie die zugehörigen 
Werthe von bestimmt (gefunden) sein müssen. 

Gesetzt nun, man lege sich dieselbe Aufgabe nochmals vor, nur 
mit dem Unterschiede, dass man für Xi , x, die gefundenen (also fe- 
sten) Werthe und für die zugehörigen 1/ die ebenfalls gefundenen 
(festen) Werthe denke; so wird man oll'enbar dieselbe Autiosung 
(d. h. dieselbe Funktion y von x) wieder erhalten. 

Will man die endgiltig gefundenen Werthe nicht thatsächlich 
einführen, was man denn doch nicht kann, da sie ja erst als ge- 
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fanden gedacht sind, bo kann man immerhin den Xi und zuge- 
hörigen t/ feste Werthe beigelegt denken, deren nähere Bestinunong 
man rieh yorbehÜt, und dann die Aufgabe unter dieser Anschauung, 
die nach dem Vorstehenden entschieden ssulässig ist, lösen. Dadurch 
aber ist man in die Form des §. 3 gerathen und alles dort Gesagte 
bleibt vollständig, wie es gesagt ist, anwendbar*). 

Man wird also 7j als Funktion von x aus der Gleichung (1) in 
§. 3 bestimmen, und dann die Werthe der eingetretenen Konstanten. 
80 wie von iCi, aus den weiter gegebenen Bedingungen ermitteln. 

IL Was nun aber diese Ermittelung betrifft, so wird man he* 
achten, dass wenn ff ans (1) ermittelt ist, und man diesen Werth in 
(a) einsetst, das Integral 

Jfi^^ y') dx 

sieh auswerthen Iftsst. Dieser Werth erscheint dann als Funktion 

▼on X\, Xi und den durch Integration eingetretenen Konstanten. 

Diese Grössen müssen, unter Berücksichtigung der zwischen ihnen 

bestehenden Beziehungen, die sicli dadurch finden , dass man y als 
Funktion in die (irenzgleichungen einsetzt, so bestimmt werden, dass 
der gefundene Werth ein M. M. ist. Die so zu losende Aufgabe ist 
nunmehr ganz einfach die der sogenannten relativen Maxinia oder 
Minima (M. M.) der gewöhnlichen Ditt'erentialreclinung , wird also 
nach den dortigen Lehren behandelt, wodurch denn auch die ganze 
Aufgabe erledigt ist 

Grenawerthe unter dem Integralaeiehen. « 

III. Es kann sich ereignen, daas in der Funktion/, welche in 
dem Integrale (a) vorkommt, die Grenz werthe X\^ Xi^ oder die enV 
sprechenden Werthe von enthalten sind. Dies ändert aber an den 
so eben aufgestellten Vorschriften nicht das Geringste. Diese Grössen 



*) Daraus fidgt von aelbit, dait die „Grenigleichangen" nieht y* enthal* 
ten dfirfen, da man SQnst y (Ür die Greoswerthe von nicht dsrans stehen 
könnte, was dodi als möglich angenommen ist (vergl* Note tu §. 3, IX>)> 

**) Da siob meistens Alles so ▼erhalt, dass wenn man x^, fest denkt, 

man geradezu die in dem Früheren gelöste Aufgabe hat, so werden end* 

giltig blos diese zwei Grössen als wirklich zu bestimmen übrig bleiben, ««i 
düiis niun eigentlich ein M. M. für eine Fanktion zweier Veränderlichen hat 
(vergl. die Noten zu 7, Vll.j §. 9. VI.). 
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sind eben zunächst als Konstanten zu behandeln , und bei dem end- 
pfiitigen Problem treten sie dann natürlich mit ein. (Selbstverständ- 
lich dürfen die Grenzwerthe von nicht vorkommen.) 

Entscheidung, ob Maximum oder Minimum. 

lY. Auch hier gelten die früheren Regeln. Es ist natürlich 
angenommen, dass die endgiltig gelöste Aufgabe eine solche, bei der 
von einem M.M.die Bede ist, war. Denken wir uns also die Grenz* 
werthe fest (wenn auch noch nicht bestimmt), so musste man ent- 
weder ein Maximum, oder auch ein Minimum haben, was nach §. 4 
zu entscheiden ist, wobei die Eonstanten noch unbestimmt bleiben 
sollen. Die Bestimmung derselben (II.) hat dann so zu geschehen, 
dass wirklich ein Maximum oder Minimum eintritt, was nach den 
gewöhnlichen Regeln der Differentialrechnung entschieden wird. 
Begreiflich darf die letzte Entsdieidung mit der ersten nicht in Wi- 
derspruch stehen, wenn die Aufgabe lösbar sein soll. 

Zusatz. 

y. Die früher gelöste Aufgabe, da x^y x% und die zugehörigen 
Werthe von die ^i, y% heissen mögen, fest sind, gehört nicht un- 
ter II. Denn die Bedingungen 

= a, = f/i = Ä, xj^i = Ä\ 

in denen für y die gefondene Funktion ^»(d!, eingesetzt wird, 

wodurch sie heissen: 

«i = = ft» 9 («1» C») = (rcj, Ci, Ci) = h 

bestimmen x^, a:?, Cj, c-j, so dass hier von einem relativen Maximum 
. oder Minimum keine Rede mehr sein kann. 

Beispiele werden das Verfahren am besten erläutern, wobei als 
allgemeiner Grundsatz festzuhalten ist, dass alle zu bestimmenden 
Grössen auch wirklich müssen bestimmt werden können, wenn die 
vorgelegte Aufgabe soll lösbar sein. 

§. 7. 

L Kürzeste Iiinie in einer £bene. 

I. Ton einem festen Punkte aus soll an eine gegebene Kurve 
eine kürzeste Kurve gezogen werden (Alles in einer Ebene). 
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NhcIi <) uikI §. 5, I. ißt die gesuchte Kurve eine Gerade, 
deren GJeichung sei 

• f/ =r d a; -f c. (a) 

Die Küordiiiiiten des festen Endpunktes seien a, ij\ die Glei- 
chung der gegebenen Kurve: 

cp(x, y) = 0 (b) 

Ist T.2 die Abscisse des anderen Endpunktes, die zugehörige 
Ordinate (= Ci 4* ^ ^nd ^i, c^» so zu bestimmen, dass 
das Integral 

;? ^ 

J VTTT* = a) Vi -hc} 

u 

ein Minimum wird und zogieicb 

ip(Xf, CiXi + Ci) s= 0,ii = cta d {«) 

ist. Dasn gehört, wenn fti, fts noch zu bestimmende Konstanten sind, 
dass man 

(«j — «) \ 1 -f ^'i'^ -\- h<P (^2, ^! + c.>) 4- Ic^ (r/ — Ci ö — r.>) 
nach rr>, Ci, difiFereuzire, die Ditfereiitialquotieiiten Null setze und 
mit («) verbinde *). Dies liefert 

vr+c; + ft, rj- + 1^ c] = 0. - «) 

^ ' ^ ' löxt ' dfi i Vi + c," 

ytO ffi = CiSBi 02 ist. 

Hieraus 

i. — Jfc 

^?/-' Kl -\- c{ldXi dyt *J öy» *da?< 
Demnach hat man s^f Ci^ aus 

zu bestimmen, was gerade ausreicht. 



*) Natürlich künnte man aus der zweiten Bediagangsgtdohnog («) aoch 

sieben und in die erste einset/en, wodurch mir 

^ (.Co, -r^ — fj u — f,) -= 0 
bleiben würde, wie dies später in {a') ge^chioht. 
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Die zweite dieser (ileichungen sagt aus, dass die Gerade (a) in 
die Richtung der Normale an die Kurve (b) im Punkte (.r.., //,,) falle. 
Demnach steht die Gerade auf der Kurve senkrecht. 

II. Ob man nun wirklich ein Maximum oder Minimum habe, 

ist dabin za imtersncben, ob der Anadmelc (x^ — a) Vi + ein 
Bolchee werde, wenn man für und Ci die am (ß) gefundenen 
Werthe einsetst. Dabei ist zu beachten, dasa eine erste Entschei- 
dung schon in §. 5, I. gefftUt wurde. Da die (a) durch 

<p (3*2, Ci x-i yj ~ Ci a) = 0 («') 

ersetzt werden können, so ist Ci als Funktion von anzusehen , und 

wenn 

Ä = (a^ - a) Vi -f cf , 

so liegt die Entscheidung im Zeichen von — 5* 
Aber 

J^C2_^^) /(jCiV {X2 — a)ci a^Ti 

Hieraus 

, 'dCi, dx, d(p [.de, . ,92^,-1 919) 
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Da es Bich nur nm das Zeichen voii -rn handelt, so kann man 

diese Grüjise füglich mit (1 -\- c^Y^'' multipliciren und untersucht das 
Zeichen von 

ä + + - • 

d. h. von 
d. h. von 

1-/1 ^^9\ L ^tfi ^Pi '(^^'i \^!f J dyj \dXi) J 
oder da = c, das von 

oder endlich, da positiv und ebenso 1 ü| , das Zeichen von 

wo wir — a > 0 voraussetsen , d a sonst die Lftnge 

JT = - (a^ - a) Vi + cl 

zu setzen w&re. 

FAllt iy) positiv aus, so hat man ein Minimum; fiUlt dagegen 
diese Grösse negativ aus, ein Maximum. Der Natur der Aufgabe 
gemäss ist nur das Erste zu beachten. 

III. Wäre etwa die gegebene Kurve ein Kreis: a;^ _|_ -— ,-3^ 

so wäre 

^ ox vy 

— 2 — 0 ^ — o. 
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also die (y) : 

(1 -f c«) ai^ - (a^ - g) (cj» + 1) _ <^a + 

a 

und die Eutscheidimg liegt im Zeichen von — • Die (ß) sind 

+ y' = — <^ «^i == 0, 1? = a + «2, jf, = ci«^ + 

Dftrans 



Das Zeichen von — igt nun entscheidend and da man bloe ein 

a 



Minimum heben soll, so muisä dsi.ü obere gelten, d. h. es ist 



und die Gerade: y s= 'S. ^ 



8. Xuxre des aohnellsteiL Falls (Brachietoohrone). 

IV. Man soll in einer Vertikalebene diejenige Kurve bestimmen, 

in der ein schwerer Punkt (vom Ge- 
wichte p) iu der kürzesten Zeit von 
* einem Punkte zum anderen gelangt, 
wenn er blos durch sein eigenes Ge* 
wicht bewegt wird. 

Sei die Axe der x horizontal, die 
^-Axe vertikal im Sinne der Schwere, 
P der Druck auf die Kunre, so ist be- 
kanntlich 

P « P d^y « . 

dx , . dy 
at at 




\ä^dx d^dyi_ dp j_ r/dxy^ /d_yy \ 

Idi* dt ^ dP dt] '^^ dt' 2g l\dt/ ^ \dtj j"^^^ 



Daraus 
jp [d*x dx 

9 

Bezeichnen wir nun den Aufangswerth von x durch Xi (§. 6), 
den zugehörigen von y durch , und durch h die Geschwindigkeit 
in diesem (Ausgangs-) Punkte, wo b gegeben sei; so ist 
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wo wir die Wurzel nur pontiT nehmen, da wir t nnd a;' zugleich 
wadisend denken. 

Ist also Xi die EndabssiBse, t die Dauer des Falls, so hat man 



(c) 



welehe GrOsse nun ein Minimum werden soIL 

Dabei ist der Fall des §. 6, III. eingetreten, da der (untere) 
Grenzwerth von y ist. Hier hat man (§. 6, I.) 



/ = 



so dass (§. 3, VII.) 

, Vc,'-ag(y-1l)-t» . \ / 2g(y-»;) + i.' 

wo nun (da x immer wichst) das obere Zeichen gilt, so lange y 
wächst, das untere, wenn y abnimmt. Da 2^ (y — + ^' wesent- 
lich positiv war, nämlich = + * ^ '^'^ ^ Wechsel 

dann eintreten, wenn der Nenner durch Null geht. Dieser Wechsel 

tritt also nur eiu, wenn 

^9(3f - 12) -h = (e) 

ist. Um (d) zu integriren, setzen wir 

2g(jy — iy) 4- = \e}(l — «wo) (f) 

was zulässig ist, da immer 2g ($f — i}) + sein muss. 

Diese Chrdsse wird c}, wenn cos o = — 1, also a» = ar, so dass der 
Zeichenweohsel in (d) für a> = stattfindet. Da anfän^^ieh Sf=i7, 
also 2 (y — 17) + = b^ so ist dann — coso) =s b', was 
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2 

einen Werth cosc} =z l r- liefert, der o zwischen 0 und x 

^1 . 

giebt Wir werden nim (O tLberhaupt innerhalb der Grensen und 
2x -\- &i nehmen, wenn fl>i der Anfangswerth iat, innerhalb wel- 
cher Grensen (1 — eoso) nnr einmal gleich wird. In (d) 
gilt dann das obere Zeichen von a>i bie x, das untere im w^teren 
Verlaufe, Yorausgesetzt, dass anfänglich x und y wachsen, was wir 
offenbar annehmen dürfen. 
Da 



X 

80 ist 



* = c. + f]/ , -^'\^\- ^^^ ^ i£j^ 

= Cf V^^r^ifiJ Ämcaöfii. 

Aber \//^^^w = /9j w von w, bis JT; dann Vtgi^^= — w 
(vergl. V., wonach w unter 2ä), so dass allgemein 

Demnach endlich ist das Integralsystem von (d): 

oder wenn ^ = r (poBitiv), c* = — c + jP| : 

ff— +c=r(49— stniD), + — = r(l — €0819) . (g) 

2g 

wo nun c, r die beiden eingetretenen Konstanten sind {x und ^ an- 
fänglich wachsend). Dieses System stellt eine Zykloide vor, deren 
erzeugender Kreis den Halbmesser r hat, und der auf einer Geraden 
parallel der d^Aze (der horizontalen) rollt. (Die Zykloide beginnt in 

dem Punkte, dessen Ebordinaten Wi — rj — — sind.) 

y. Um nun in Bezug auf M. M. zu entscheiden (§. 4X ist su- 
nftchst 

a«/ 1 



kju,^ cd by Google 



36 §. 7. 2. Kurve des schnellsten Falls (Bi'achistochrone). 

m.» k«m »b. «m Khnmmn «w»toD. D». bit m» |^ , .« 

oc er 

bilden. Zu dem Ende miiss man ca aus der ersten (g) ziehen, mit- 
hin als von c und r abhängig ansehen, and in die zweite einsetzen. 
So ergiebt sich 

1 = #• (1 — cos &) ,0 = 0 — siw 03 4 r (1 — cos ca) • 
Daraus 

dft , I» — Sinti . ^ 

=r 1 — COBn — r 8tnfi> = 2 — , 

or 1 — «wo 1— «wö 

8y sm C3 8y . dy (m — a) sina , ^ 
-£ =- _ . _i ^ _£ =5 — . . ^ 2 

oe 1 — coso öc or 1 — cosoj 

= (m — o) co^^Jö -|- 2. 

Hier mnas es- nun mdgtioh sein, M so au bestimmen, dsss diese 
Grdsse niebt Kull wird tnnerbalb der Integxationsgrensen. Daiu 
wfirde gehören, dsss 

Durchläuft nun m alle Werthe Ton Im 2n + I0|, also 
iglo von tglcji Ina tg -\r i «i), so läuft die sveite Seite T<m 
Ol — 2 ) (Dl bis — 00 , springt dann an -|- « und gebt bis 
2» + Ol — tg\mi, 

Ist also Ol — 2 Ol positiiT oder negativ, so werden in bei* 
den Fällen die Werthe zwischen 0| — 2 | Oj und 2 + — 2<^|0| 
nicht getroffoi. Daraus geht^hervor, dass es genügt, m einen der 
Werthe, die awischen diesen eben genannten GrOssen liegen, bei- 
sulegen. 

Wenn also nicht mehr als 2 n als Unterschied der Grenzwerthe 
von o vorkommt, so hat man ein Minimum (hinsichtlich der ersten 
Entscheidung). 

Wir haben nunmehr die Bestimmung der Konstanten zu erörtern. 
Dabei ist jetzt 



_ Vi + y'-' _ 



/ = 



Y \1— coso/ 
V2 ^(y — i?)+T ^^ Vjci«(l — «wo) 

Vi 



2 — 2eoso 



V2gr(l — €08 o) Vgr(^ — cosa) 2 Vgr sin^ \ a ' 
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80 dasB, wenn »i, m% die ftnsserstonWerthe von fii sind: 

* = («4 — Ol). 

dt 

Femw ist zu beachten, dass ans dem Werthe von ^ folgt» dass 

der Körper wieder zurückgeht , wenn 

2/7(2^-^)4-^^ = 0 
wird. Es ist nämlich genau genommen eben£allB 



11 - + \/__J_±/l_ 
dx'^- Y 2ir(y — 1?) 4* 



and der ZeichenwechBel (also Rflckgang von x) tritt ein , wenn der 
Nenner Null wird. Aber es ißt 2 <jf — tj) -j- 6» = 1 Ci (1 — cos (o), 
welche Grösse Null ist für © = 0, 09 = 2 ff. Demnach wird die 

Bewegung endgiltig ko erfolgen, dass O zwiachen 0 und 2 ffschwanktt 
mithin eine volle Zykloide dui'chlaufen wird *). 

Ist also auch für den Ausgangspunkt nicht gerade CJi = 0, 80 
ist doch CJ-2 nicht über 2 ff, woraus auch sofort die obige Bedingung 
des Miniraums als erfüllt hervorgeht. Für unsere Auigabe ißt na- 
türlich nur ein Stück dieses Weges zu betrachten« 

VI. Sind nun die Endpunkte fest, so hat man keine weitere 
Untersuchung mehr zu führen , da dann entschieden ein Minimum 
vorhanden ist. Es sind vielmehr nnr noch die Konstanten r und e 
sa bestimmen. 

8md t die (gegebenen) Koordinaten des Endpunktes, so hat 



c = r («1 — sin oji), — =r (1 — cos Wj), — a^i -j- c = r (©a — sin «j), 

2g 

woraus r, fi»i, Of (letitere swischen 0 und 2 sr) sn bestimmen sind. 
Es ist 

Xi^Xi =r [o, — sin — («i — sin ©i)], J — =r (c(?s — cos ©J, 



*) Ist die Anfangsgescliwindigkeit 6 Null, so ist ohnehin = 0; allein 
wenn dies auch nicht der Fall ist, so würde, wenn eine fortdauernde Be- 
wegung erfolgt, doch ehi Hia- imd Henehwankeii switchen 0 vnd %n v 
folgMi. Uuere Jetsdge Aii||g;abe bat freilieh mit dieser Untersnehang nichts 
WH dma. 
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Xi — «I öj — (Ol — (sino^ — sin (Dl) 

t — 1} COS fi>i — 000(02 

Zugleich 

2^ — 1?) -h fe'^ 1 — cos 02 /sinja^y 

h* 1 — cos Ol \sm|0)i/ ' 

80 dass wenn 

^5 = a': Mfi|(Os = ilStfi|Oii, 

weil iCs^C». Aus den beiden Gleichongen 

Xi — x% Oj — Ol — (sin CD| — Stil iDi) . , . , 

-X = i , Sin 5 ©2 = a i 0)1 

t — IJ (WS OH <— cos 01^ » a » * 

kann man dann diir<di Näherung Oj, (beide swiiciken 0 und dff, 
(Of ^ (Dl) ermitteln. Dann ergeben sich r und c sofort. 

Für den besonderen Fall , da 5 = 0, der bewegte Punkt also 
ohne Anfangsgeschwindigkeit ist, hat man Oi = 0, also auch c = 0 
und dann 



— — ^3 y 



X., — Xi 



{ — fi 1 — cos <ö2 * a>j — si» 

Wäre hier ( = ij, so wäre auch mj = Üv^ wie natOrlich. 
Endlich aber könnte Xi = Xi gegeben sein. Dadurch würde 

r (öj — sin cOi) = r («2 — sin 0)3) 
Bein, was im Allgemeinen unzuläesig ist. Allein auch die Formel (c)t 
von der wir aiisgiengen, ist jetzt nicht zur Benutzung geeignet. 
In diesem Falle würde man zweckmässiger 

setzen, wo nun y ihre Rollen getauscht hätten, und freilich an- 
genommen ist, dass y nur wächst, welche Annahme diesmal aber in 
der Matur der Sache begründet ist. 

Jetzt wäre {x als abhängig, y als unabhängig angesehen) nach 
§. 3, VL: 

dx 
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(; 



dy) ^ l - c{ {y - ri) -\- }}^y 



Der Endwerth von dB soll nnn derselbe sein, wie der Anfangs- 
werth; daraus folgt sofort, dem <^ = 0, « = sein wird, da man 
sonst wieder in der obigen als unzulässig erkannten Anfl^uiig wäre. 
Jetzt hätte man also eine vertikale Gerade. 

VIT. Seien nun zwei Kurven in der Vertikalebene gegeben, in 
denen der Ausgangs- und der Endpunkt der Zykloide liegen soll. 
Alsdann hat man die Koordinaten dieser beiden Punkte und C, r so 
zu bestimmen, dass t ein Minimum wird. 

Das Verfahren, das wir, gegenüber dem vorigen Beispiele, hier 
einhalten woUen, ist allgemeiner Art, und es mag desshalb dieses Bei- 
spiel gewissermaassen als Muster dienen. 

Seien die Koordinaten des Ausgangspunktes: Xu ri\ des End- 
punktes: ^\ 80 sind Yi, ^ Funktionen von r und 1} dazu von 
09], % von 9%^ so wie die Gleichung der Zykloide dies liefert Sind 
dann 

9 («I y) = 0, ^ («, y) = 0 

die Gleichungen der beiden Korroii, Wi hat man a^, asii,c,r so su be- 
stimmen, dass 



fdx ein Minimum, wo / = , v . 
^ V2^(y — + 

und zugleich 

qp(a:i, 7?) = 0, ^(a;„g) = 0*) (a) 

Man wird also . , 

J fdx + *l 9 (aJl, 1?) + &8 («Ii 0 

«1 

naoh fl^t dS}, r differenziren und die Differentialquotienten Null 
setaen, wodurch in Verbindung mit («} die nöthigen Gleichungen er- 
halten werden. 

Nun ist, da 1} Ton «j, «, r (vermöge der Gleichung der Zykloide) 
abbftngt: 



*) Wo »/, C Funktionen von x, , T2 . c, r sind, wie sie aus den Glei- 
chungen (g) folgen würden, wenn man aus diesen ta eliminirt hätte. 
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d 



kh'- = Iva - '7/-' 



I>a aber (§. 3, III.) 



e?/ cfa; V8//' cydc'^di/dc dx\di/ dej* 
Bo sind die letzten Ausdrücke: 



de 



DemgemäBB hat man zur Bestimninng von e, r: 

87 7 8^ + Zj Väy ä^j + 8^ 8^ + ^' 8« 8? = 



lf/Ä- + Z©l5)+'.|fS+*lf 1-1=0. 

WO, wie bereits bemerkt, ff ans der Gleichung der Zykloide einsu- 
setzen ist* 
Da 

dsf V2ir(y-iy) + 6«yi+y« 



y 2 ^ r (1 — cos ft>) V(l — cos -|- sin^ a 2Vrg(l — cos w) 
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cotg^a dy , den dy ^ , , da 

2Yrg oc oc er Cr 

1 = r (1 — coso) 0 = <o — wno -j- r (1 — cosw) — , 
also 

dy _ sfao 3y (1 — cos«)»— stinp) 

06 1— co«i»~ ^*®'ar ~ 1 — cos« 

2(1 — CQSCO) — o]at»<p 

1 — CÖSÖ ' 

so ist 

dfdy__ cotg^a d/dy cotglca _ (ocotg^a . 
d3/d~c~^2V7i ' W^r~ y7g 2]/ rg ' 

df _ pVl-hy^« ^ gV2{l-^eo8a) 

l^9iy — n) + ^'^J'^* (l — cos©) [2 ^rr (l — cosco)]% 



(1 — 0OSo)^2rVr^' 



Die Grössen 

was aber betriffti so ist diese Grösse o£feiibar gleich für« =«i; 
eben so 

Endlich ist 



Vi.+ y^» _ _i 

V2p(sf — + 2 Vry sÄii»! ID * 

Setzt mau alle diese Werthe in obige Gleichungen, so ergiebt sich: 

1 . , r^V' , dilfl 

+ ft, ^_ + <^,x,, _J = 0, 

1 1 

2K^rm^|ci9| 2Vrg 
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4- *, ^ cotglcüi + *» -gy co<^|oij =äO, 

-4= [eatg i - co^^ i «,] (2 - «i i ) + "^^^"^^^TLf'^^i'"' 
2 V^fr Kr^r 

- • 2V7^ — + *. 8^ i^O - 

-f *8 -gl" (2 ~ coifif J öj) = 0. 

Diese Gleichungen heissen, wenn man durchweg mit 2V^gr 
multiplioirt und 2kVrg durch X erset&t: 

^ + co<^i«i -g—J = 0, 

co^i («1 co^} «1 — Aiseo^^l fi^s) + Ai ^ (2 — fi»i co^ I (Ol) 

+ A, ^ (2 — G^eo^^ioi,) = 0. 

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt: 



voraiu dann 



und hieraus : 



dilf . dilf dtp , i dtp 

Ist «1 der Winkel« den die Tangente an die (obere) erste Grena- 
karre macht mit der Abszissenaxe (fOr den Aosgangspunkt), ttf der, 
den eben so die Tangente an die sweite Grenakurve macht mit der 
Absaissenaxe (f&r den Endpunkt), so ist 

dtj} dtp 

- . dXi 

= - 8* = "l^' 

dt 
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und wenn (p2 der Winkel ist, welclien die Zykloide im Endpunkte 
mit der Abszis&enaxc macht, wo tg (f^ = cotg | tOg, so heissen die bei- 
den letzten Gleichungen: 

~ 1 = tgOf tgfpt^ — 1 = ^«i «1«> «1 = ««» 
und sagen ans, daas die Zykloide im Endpunkte senkrecht steht auf 
der Orenakurrei w&hrend die Tangenten an die Grensknrven in bei- 
den Endpunkten parallel lanfsn *). 

Allgemeine Bemerkung. 

YIII. Das so eben gelöste Beispiel ist ein sehr allgemeines, da 
hier in der Funktion / selbst einer der Grenswerthe vorkommt. Da* 
durch ist aber der Gang der Rechnung nicht im Geringsten beein- 
trächtigt worden. 

Ist ;? 

allgemein das Integral, das einM. M. werden soll, und man soll dann 
Xi ^,0|,e^ (die beiden Konstanten) bestimmen, so wird immer die Auf- 

d J (l J 

gäbe auftreten , — , — — zu ermitteln. Enthält nun / keinen der 
aci ae% 

Grenzwerthe, so ist 



d£ 
de 



*l x-jr, 

BD dass das in VII. angewandte Verfahren, wie dort bemerkt, allge- 
mein anwendbar ist. (Vergleiche hierzu §. 9, XIII.) 

*) Für die letzte £at8cheidiiog, ob wirklich ein Minimum vorhanden ist, 
wfirde man etwa c, r als Funktion von ansehen , wie dies die Gleichungen 

(<r) liefern und nnn t = Jfdx^ wo jr durch seinen Werth (in der Zykloide) 

ersetzt ist, als Fvinktion der zwei Grossen .rj, , deren Wcrtlic gefunden 
sind, behandeln, wo i>ich dann nach bekannten Regein entscheiden lässt, ob 
man dn M. M. habe. Wir setten die, wenn allgemein gehalten, nothwendig 
weitläaflge Entwickeinng nicht bw , da sie dn«r besonderen Schwierigkeit 
nicht nntorliegt. 



44 §.8. Stellung der AuQl^abe. 



Zweiter AbBehnitt 

Relative Maxima oder Minima (isoperimetrische 

Aufgaben). 

§. 8. 

Stellimg der AuljBabe. 

« 

L Die Aii^be, die w» lüer gestellt ist, kann in folgender 
Form nnsgesproehen werden. 

Sei y ab Funktion von so sn bestimmen, dass 

b 



f{^^y,y')dK (a) 

ein Maximum oder Minimum (M. M.) werde, wobei a, h feste, be- 
kannte Grössen sind, und eben so die zugehörigen Worthe von y ge- 
geben eindi zugleich aber sollen die Gleichungen 
» h 

f ^1 («, y, y) da = Au f Ft («, y, ff) dx =^ Au . , 

a a 

b 

J Fn(a, y, ff) d9 z=z An . . . (b) 

stattfinden, wo JPj, . . . , F« bekannte Fonktionsformen, Au ii« ge- 
gebene Zahlen sind, und die Anzahl der Qleiehnngen (b) eine bslie- 
bige (m) ist. 

Verfahren wir hier wieder nach den Grondsfttien des §. 2, and 
sieben etwa die dortige Form (f) yor, so haben wir, wenn y die 
gesnchte Funktion bedeutet, in (a) für y zu setaen 

y + f -f + • • (c) 

zugleich aber auch iii den (b), da nicht nur das gesuchte ßondern 
auch alle, die mit ihm verglichen werden, den (b) genügen aoUen. 
Denn die Aufgabe, die uns vorliegt, wird in scharfer Form auch so 
gefasst werden mfissen: 
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Unter allen Funktionell y, welche den (b) genügen, die zu fin- 
den, welche (a) zu einem M. M. macht. 

Entwickelt mau nun (a), wenn man (c) einsetzt, nach Potenzen 
von und erhalt 

» h 

io Ist zugleich auoh 

» » 

a m 

und da die (b) stattfiiiden (Ükr das gesuchte y, wie für alle mit ihm 
▼erglifihenen): 

» b 

i ay FrdflP-f-^ a«y^jFV(«a; + . . . = 0 (d) 

Diese Gleiehung kann bei beliebigem £ nur dann stattfinden, 
wenn jedes Glied ftir sich Null ist, also jedenfalls 
* » 

a 

WO immer r = 1, 2, . . . • w. Da eine ähnliche Gleichung auch ans 
(a) folgt, so wird folglich Öff, das in der betreffenden Gleiofamig 
[die (e^ des §. 3] vorkommt, nicht ganz willkürlich bleiben, viel- 
mehr den » Bedingungen (d*) genügen müssen. der unendlichen 
Mannigfoltigkdt der Formen, die 9p annehmen kann, darf solche 
Einsehrfakimg immerhin obwalten, ohne dass öff geradem be- 
stimmt ist*). 

Anders Terhielte sieh die Sache allerdings, wenn eine Itür jedes 
Xt y giltige Gleichung 

vorliegen würde. Denn jetzt würde ja y als Funktion von » gera- 
dezu sich ergeben, und die Aufgabe könnte gar nicht gestellt werden. 

dy 

Dasselbe ftnde Statt, wenn die Gleichung auch noch — enthalten 



*) Insofsm natürlich, als die gestellte Aiiij^e ubqrhuipt einer L5siing 
fähig ist, WM wir begreiflieh TOfansselien. 



4ü 8. ätellu|ig der Aufgabe. 

wttrde, da die Integration ebenfalls auf mne Gleichung awiieben x,ff 
wAckAlbren wfirde, und man dann böohBtons die Aufgabe «teilen 
könnte, die eingetretene willkürliobe Eonstante so an bestimmen, 
dass etwa (a) ein M. M. wird. Die (b) sind aber keineswegs Bedin- 
gangsgleichnngen dieser Art zwischen x and y. 

II. Der analytische Ausdruck der bedingten Willkürlichkeit 
von öy scheint nicht leicht duichfühibar. Wir wollen uns desshalb 
die Sache in folgender Weise zurechtlegen. 

Wird statt y in (a) die Form (c) eingeführt, was nach unseren 
früheren Entwickelunr'pn zu geschehen hat, so müssen zugleich auch 
noch die (d) erfüllt «ein. Diese letztern setzen die Grössen A in (b) un- 
veränderlich, aber sonst beliebig, voraus. Man wird also jedenfalls 
y so zu finden haben, dass den (b) genügt wird, wobei die^i,..., An 
vorläufig (\n Bezug auf ihre Werthe) gleichgütig sind, und dass su- 
gleich (a) ein M. M. ist 

Da wir die Werthe von y für x =z a und b als gegeben anse- 
hen, so müssen in die Aufiösung zwei (vorerst willkürliche) Konstan- 
ten eintreten. Treten aber noch n weitere ein, die so bestimmt 
werden, dass die (b) erfüllt sind, so ist eine Hauptforderung erfüllt. 

Den so nunmehr festgestellten Bedingungen läset sich in fol- 
gender 6in£schen Weise genügen. 

Seien ai, . . noch zu bestimmende Koostanten, von denen 
aber keine Null werden darf, insofern als die Gleichungen (b) nicht 
etwa ans einander abgeleitet werden können, so wollen wir jf so be- 
stimmen, dass 

» . . . • 
J*[/ + «1^1 4: OfFt H h «»^J dx. . . (e) 

a 

ein M. M. werde, wo /, Fi . . Abkürzungen fttr die in (a) und 
(b) vorkommenden Funktionsformen sind, und dass zugleich die In- 
tegrale 

J Fidx, J Fidx, , jFndx, (e') 

a a • 

unveränderliche Werthe behalten. 

Denkt man sich für y die Form (e) gesetat, sq wird die Bedin- 
gung, dasB die (eO unveränderliche Werthe haben, sofort die (d) ge- 
ben; die Bedingung, dass (e) ein M. M. ist, liefert 
s 

[/ + «iFi + • • • -f a«^J dx = 0. 

a 
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d.h. 

d Jfdx + aiö J F^dx + . . . -f- a„ö J Fndx = 0 . . . U) 

a a a ■ 

was, wegen der (d), die heissen 

» 

d jFrdx = 0, 

a 

BUgleich, aber nur für die öy^ welche den (d) genügen, giebt: 

* 

d Jfdx — 0 . . . (f) 

DarauB geht hervor, daes die hier gegebene Anflüsung allen Be- 
dingungen der An^be genügt. 

Allgemeine Aafldenng. 

III. Soll demnach die in I. gestellte Aufgabe: y so zu bestim- 
men, dass (a) ein Maximum oder Minimum wird, und soll y nur aus 
den Funktionen gewählt werden, welche den (b) zugleich genügen 
(besser! den (e') unveränderliche Werthe beilegen), so wird man die 
Sache so ansehen, als sei das Integral (e), in dem ai, . • ., Kon- 
stanten sind, zu einem M. M. zu machen (§. 3) und die Oi, an 
hierauf so bestimmen, dass den (b) genügt wird, wo dann die (e') 
natürlich diese nnveränderlichen Werthe haben"). 

Die Entsoheidnng, ob Maximum oder Minimum, wird gani naoh 
§, 4 geltthrt, wo niir/+ ^ + * ** + -F» an die Stelle von/ 
tritt, und swar mit den als konstant angesehenen, vorlftufig aber be- 
liebigen Werthen der Ol, Ohi wobei die dnrofa Integration einge- 
führten Konstanten Ci, noeh willkürlieh bleiben. 
. . Denn für die dy, d^, welche den(d) genfigen, also 

i b 

d J*Fr dx =s 0, Frdx = 0 



liefern, aber auch nur für diese, ist das Zeichen von '^li. 



*) Es folgt aus unserer Darstellung in IL, dass wenn man die nnver- 

änderlichen Wertbe der (e') unbestimmt lässt, die a^, . . ., an konstant, aber 
unbestimmt, bleiben. Die Grösse (e) zu einem M. M. gemacht, und die a 
nicht bestimmt, ist alsu die Lösung einer allgemeineren Aufgabe, die im 
Grunde hier behandelt wird. 



4S §. 8. Stellung der Aufgabe. 



dasselbe, wie das vod 



ö2 y fdx. 



Da man nun das Zeichen der letzteren Greese, immer mit Be- 
rflcksichtigung der (d), zu untersuchen hätte, so ist unsere Behaup- 
tung gerechtfertigt. Da hierbei die in den (b) noch beliebig sein 
kSnnen, ao sind ee auch die Oi, . . ., Oh. 

Z n 8 ft t s. 

# 

IV. Jeder Werth von tf, der (a) zu einem M. BL macht, inso- 
fem den Bedingungen (e') genügt wird , macht gans bestimmt auch 
(e) in dnem M. M., indem ja (e) heiast 

b b b 

J fdx + Ol JPidx + • • • -h o« jFndx, 

a o 

Jeder Werth von y, der (e) an einem M. M. macht, wird, inso- 
fern die (e') berücksichtigt werden, nothwendig auch (a) in einem 
IL M» machen* 

Aber nicht jeder Werth, der kunweg (a) SU einem macht, 
hat dieselbe Eigenseihaft auch für (e). 

Unter den Werthen, die also, je naeh etwa weiteren Bedingon- 
gen, (a) lu einem M. HL machen, mnss man unterscheiden iwisdhen 
solchen, die mit allen benachbarten Tergliehen werden dürfen (§. 2), 
und solchen, die nur mit einer Auswahl von benachbarten Fnnkdons- 
formen lu yergleiclien sind, was die in IL so genannte Bedingtheit 
von dy (und d*|r) begründet 

Welches aber auch immer die analytische FormuUrung dieser 
Bedingtheit (Auswahl) sei, so wird jeder Werth (von y in ac), der 
nacli der Vorschrift in III. erhalten wird, unsere Aufgabe lösen, und 
kein Werth, der dieselbe lösen kann, wird uns entgeheu, wie dies 
aus den zu Eiugaug dieses Zusatzes ausgesprocheueu Dützen sofort 
hervorgeht. 

Wenn es uns also auch gelingen sollte, analytisch zu formu- 
lireu so, dass die (d) erfüllt sind, so wurden wir aus der (f') keine 
anderen Werthe ziehen können, als wii' durch unsere Vorschrift er- 
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§.9. 1. Kürzeste Linie bei gegebener Fläcbe. 49 

linlten , eine A''orsclirift, die y völlig bestimmt uud den vorgeschrie- 
beuen Bedingungen unterwirft. 

Baraus folgt ganz von selbst , d;ibs diese nielirfach genannte 
analgetische Formulirung für uns von keinem AVerthe ist, und somit 
ein Aufsuchen derselben die Auflösung unnützer Weise erschweren 
würde. Ohnehin hätte eine solche nur Uezug auf die Variationen 
dy, Ö'^y^ die ja doch endgiltig nur Hilfsgrossen sind. 

Mit den „relativen Maxima und ^iinima" der gewöhnlichen 
Uifierentialrechnung hängt die uns vorliegende Aufgabe begreiflicli 
ijicht zusammen , da in jenem Falle Beziehungen zwischen den Ver- 
änderlichen selbst gegeben sind, was hier nicht in derselben Art 
stattfindet. Eine Zurückfübrung beider Aufgaben auf einander, die 
wohl versucht wurde und auch anscheinend möglich ist, wird dess- 
halb vom eigentlichen Ziele ableiten, und wenn auch das in II. auf- 
gestellte Ergebniss erhalten werden solltet so lässt sich die Entschei- 
dung, ob M. M., wie wir sie in III. fanden, damit nicht begründen. 

Orenzbedingungen. 

V. Sind die (Grenz-) Werthe n, b, oder die zugehörigen Wer- 
the Ton |f nicht gegeben,' sondern unterliegen noch gewissen Bedin- 
gungen, 80 treten ganz die Untersuchungen des §. 6 in ihr Hecht 
ein, immer das dortige / durch / -{- aiFi -f* • • • 4* <*« JR» ersetzt 
gedacht* wo die öj , . . a„ konstant, aber von den weiter zu be- 
stimmenden Grössen als unabhängig anzusehen sind. Dabei ist na- 
türlich selbstverständlich, dass die Werthe der a, h in den (b) die- 
selben sind wie in (a). Auch die Entscheidung, obM.JIkL, wird gans 
nach §. 6, IV. geführt 

Wir wenden uns nun su Beispielen. 

§. 9. 

!• Kürzeste Linie bei gegebener Fläche. 

L Unter allen ebenen Kurven, welche zwischen sich, der Abs» 
zissenaxe und zwei Qrdinaten denselben Raum einscfaliessen, die 
kürzeste zu finden. 

t 

[Vi + y'^ -H 0i>^ Minimum. 

Diengar, yariationmcbwiiig. 4 




50 §. 9. 1. Kürzeste Linie bei gegebener Fläche. 
Also (§. 3. m.) 



1 — = = + Ci, y' = ± 



ax + Ci 



wo jedoch nur das obere Zeichen gelten darf, da ans der unmittelbar 
vorhergehenden Gleichung sofort folgt, dass und ax -\- Ci das- 
selbe Zeichen haben. 
Demnach 

» = "'"^1 .. «»<» = 0— iVl-(as + c.)». 

d.h. I 

(ay— a€i)»=l-.(a«+Ci)»,(ay— a<Ji)« + (aaj + Ci)«=l. . (a) 

IHe geBUchie Kurve ist Bomit ein Kreis. Zw Bestimmnng Ton 
a hat man 

y L — ^ Vi — (a» + c)»] dg^ A . . . (b) 
Ans der Gleichung (a) wärde folgen 

während thatsächlich nur das untere Zeichoat gilt. £s ist also nur 
von einem Zweige des Kreises die Rede. 

Um die Entscheidung hinsiehtlich des M. M. zn treffen, ist 

8« (/ + g 1 . 

gyi = (1 -I- "^^^ I^**»^' 

was anf ein Minimnm dentet (§. 4, Y.). 

Dann ist 

_ ax Ci —i 

j. 1^ — I -I- ci 

ööi ^ aVl — {a« + ci)« 

Äff ax -|- 

~ Vi — {ax + ci)3' 

jo wird die GrOsse , = nnr dann alle Werthe von 

a K 1 — (ax H- * 



Da 
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— 00 sa -|- 00 durchlaufen, wenn das betrachtete Kreisstftok ein 
voller Halbkreis ist. Dieser Fall ist somit ausgeschlossen. Dann 
aber ist f» immer so bestimmbar, dass innerhalb der Integrationsgren- 

aen die Grösse m -jr^ 4- 5-^ nicht Null wird. 

II. Seien nun «1, fest und eben so die zugehörigen Werthe 
von y. 

Insofern der gefundene Bogen kein Halbkreis ist, hat man ein 
Minimum. Zur Bestimmung von a, Cx, C2 hat man hier: 

A^d {x^i — ^i) — 20« ^^^"^ + ^) Vi — (« X2 4- c,)» 

— (axi 4- Ci) Vi — {ctoci -f- Ci)2 -|- flrc (sin = ckUg -|- Ci) 

— arc (stn = axi -f Ci)] , 

wobei au beachten ist) dass wir 9$ Xi 0 voraussetien» 

Wir können hier fiiglich = 0 setzen, da dies aar einer Ter- 
legnng der Ordinatenaze gleichkommt. Dann aber wollen wir auch 
jfi = y2 =0 setaen, was darauf hinauskommt, dass die Flftche awi- 
sehen Kreisbogen und seiner Sehne gegeben ist. Heisstdann^sd 
80 ist 

0 = — i Vi — cjf 0 = C — iVl - (ab H- Ci)», 

A = hCi^ -^.[(ah + cO Vi - (ab + c,)" — ci Vi - «i* 

+ (mm s a& -4- — (stM = «1)], 
oder wegen der vorigen Gleichungen: 

A^lhCt — [arc (sin = ab -\- Ci) — arc (sin = 
Dann 

1 — cj = 1 — (ad H- ci)», c? = (a& + 0=a«6«-|-2a6ci, 

^ = Fa^^^^i^' ' h (^^•'•=t) =^[t ^^^^ 

4* 



(c) 
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y - i Vi + = :^ [Vi— ia»b» - Vl-(aaj+c,)«] , 

u cZ 

wo nun J/y-^O sein muss. Ein M. M. in tritt ein für a.'r-|-Ci=0, 
« = uud da nur oiu Maximum stattünden kann, so muss 

sein. Daraus folgt, da und a dasselbe Zeichen haben, dasa anoh 
C2 negativ ist, v&hrend Ci poaitiy ansfiült. Setzt man also für 

ßf so ist 

«y = y 1 - (^^ - aa?y — Vi — ifl'b«, «> 0 . . 
und 

Da immer « < 5, so ist axj <C J ö*^'» also fUlt y 

positiv aus. Der Halbmesser des Kreises sodass, da ein Halb- 

2 ab 

kreis nicht erreicht sein soll, — ^ ^> 'S" ^ ^^^^ muss», wie dies 
anoh aus der Formel, die a bestimmt, klar ist 

ah 

Zur Bestimmung von a selbst hat man, wenn s= (f: 
ij^==^[arc(«in===p) — pVn^»].«==^ . • . . (d) 

Für ^ = 1 wäre 

ein Halbkreis mit dem Durchmesser was nicht mehr als snlftsflig 

erkannt ist. 

Ans unseren Elntwickelungen folgt, dass von allen Kurven, die 
Bwischen eich und ihrer Sehne denselben Flächeninhalt haben, der 
Kreisbogen die kürzeste ist. 

2. Qröeste Flfiche bei gegebener Bogenlänge. 



III. Von allen Kurven, die durch zwei feste Punkte gehen, und 
innerhalb derselben die gleiche Bogenlänge besitzen, die zu finden. 
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welche zwischen sich und der durch die zwei Punkte gehenden Sehne 
die grösste Fläche einschliesst. 
Hier ist 

/ === y. === VTTÄ 

(y - Ci,)« + (a? -h tfi)« = a» 

Die Kurve ist also abermals ein Ereis. Dabei ist y 0 vor- 
ausgesetst 

Da hier wieder die untere Grenze von jcNull angenommen wer- 
den kann, so ist, wenn die obere h ist, und man die Sehne zur Abs- 
zissenaxe nimmt: 

0 = c. + Va« — cf , 0 = Ci 'Ar V«« — {b -h c,H «Ibo 
a« — = — (& -f Ci)2, 0 = h'- + 2 6c, , c, = — Jb; 



q: Va» — (« — 1 6)=*] da? sss 



0 

/I 

0 

b 

± y [^a-' — 16^ — Va» — (a; — Jö)«] s= -4. 

0 

Nun ist X <^h^ also^c — 56 zwischen — \ h und -f" d. h. 
{x — < ib-', «2 — (3; — 16)-' > — 80 dass von den 
beiden Zeichen das untere gilt, mithin 



y = Va2 - (a; - i6)» - Va^ — J 6-', 

J \yai — (« — jT)^ - Va« — i^-'] da; =:i4. 



0 

Um zu entscheiden, ob M. M., hat man 

^ a_ 



c^/- ""(14- ^'T* 

Da nun 

Vi + « 
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54 §. 9. 3. Kiu've, dereu Schwerpuukt am üelsten liegt. 

so hat nothwendig a das negative Vorzeichen, so dass ein Manmum 
vorhanden ist*). 

8. Kurve, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt. 

IV. Ein biegsamer, nicht ausdehnbarer, sonst aber gleichartiger 
Faden von der Länge L soll in einer Vertikalebeue so gelegt wer- 
den , dass sein Schwerpunkt so tief als möglich fallt« 

Die a-Axe sei horisontal (wie in §. 7, IV.); p das Gewidit der 
L&ngeneinheit des Fadens. Disnn ist die Ordinate des Sehwetpunktes 

jj^ J py Vi -f 3/'* dx, während ^ =^ J Vi + y'^ 
Also 

und alhio (wenn wir c statt des oben angewandten a schreiben) nach 
§. 3, VII. : 

d. h. 

y 



Daraus folgt: 

ri 

Ci^ = ± V(i/ 4- cy ~ e}, 

^(y ^'ly - 1^» ± + ^ + V(y+c)«-af), 

also wie in §• 5, IL: 

y + C = lh\ß~ + (e) 

wo A, ib die beiden Integrationshonstanten sind (Kettenlinie). 



*) Natürlich muss A <, — - sein, wenn wir die besondere Form der 

o 

Aufgabe beibehalten. Dieselbe ist aber nur ^a efaucelner Fall und müsste 

allgemeiner, wie die erste Aufj^abe, gefasst sein, wo dann A andere Wertlie 
haben kann. Doch werden selbst dann diese Werthe uiu* innerhalb einer 
bestimmten Schranke liegen können. 
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§. 9. 3. Enrre, deren Schwerpunkt am tie&ten liegt 55 

Dabei ist dann 

( X — 4; X — * v / x — k X ^k \2 



also 
L 



SU 

Zur üntscheidung, ob M. M., hat man 

a«(/+c30 _ y + c 

uud da i/ -|- c von demselben Zeiclifen wie //, so hat maii ein Maxi- 
mum, wenn h <,' 0, Darüber haben wir jedoch noch keine ünter- 
sueliuüg angestellt, so dass wir die eben berührte Entscheidung noch 
aussetzen 

V. Seien die Endpunkte fest, wo also rsz X% = und 
13, % die frühere Bedeutung haben, so ist 

/ « — * \ / & — k b — X \ 



wo wir 6 positiv, h ^ a, voraussetzen, und eben so ^ positiv 
nehmen. Aus diesen Gleichungen sind c, A; zu bestimmen- 

Aus der (e) folgt: 



( X — h y— 1 y- X— *- _ r— * 



so dass sf ein M. M. erreicht fär = ft, wo dann = • Da 

aber hier der Natur der Sache nach nur ein Maximum in y statt- 
finden wird, so ist also A 0. Darausfolgt dann von selbst, dass 
auch c negativ sein muss. 

SetBtn wir also — — e f Or A, e, so ist 



"■'') Dabei aber miis;sen wir iu)ohiiials daraul' aufmerksam machen, dass bei 
dieser Entscheidung die Gröääcn a^, . a„ in §. 8 niclit als von den Inte> 
gratioaskoiMlaaten (und etwa r^, abhängig anzuehen sind, da nauh 
§. 8, II. die dortigen Orösiea (e') nur nnvexanderlielie Werdie haben mm^ 
sen, also Oj, . . , o» gsns beliebig bleiben. EndgUtig dad diese Otdesen 
allerdings wie dort angegeben za bestiounen* 
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56 §. 9. 3. Kurve, dereu Schwerpunkt am tieisteu liegt 

r—t X— K / <— ' a — *v 



e e » — (e A — e * jj . . (f) 
Setzen wir hier a — % =: — A, also ^ ss-a -(- b — =: 
( — a — A = { — A,wo| = & — a, 10 ist 

r L=i _Lzi A _Al 

woraus 

Daraus nun (A, A sind zu bestimmen) 

/ izi -iz^\ / A A\ / * _A\« 

= i*« [— 8 + 4e* + 4«"»] = r* — 2). 



Setzt man also 



so ist 



und somit 

eine Gleichung, die bei positivem \i nur einen Werth, liefert*)* 
Damit ist natürlich A bestimmt. Dann 



Es lässt sich seigeoi dass 

von |M = 0 an (wo diese Grösse = 2 ist) unbedingt wächst. Der Diffefeif 
tialqaotknt dieser Grösse ist nämlich 
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i§. 9. 3. Kurve, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt 57 
g — II = JäV««» — e "J (e " — e 

80 da88 

woraus abermals ein üusigor Werth von ~~' 2h ^ ^^^^ positiv 

ist, wenn t — iy 0, negativ, wenn ? — ' 1J -«Ci 0. Damit ist dann 
A = Jb — a, also k bestimmt. Endlich 

, c = 1? + i/i^A + e V (g'O 

Für den besondern Fall, dass £ = i;, ist 2A — £ = 0, A =z ||, 

VL Hinsichtlich der Entscheidung, ob M. M., hat man jetst 

und da 2/ — e <^ 0, so kann ein Maximum vorhanden sein. 

Weiter ist (§. 5, V.) 

+ *"a* = "5 if-«^""^^' 



— s h ^ («) 

und etwa für ^ = l positiv. Kann er also nie Null werden (ausser bei 
fi = 0), so ist er nothwendig immer poaitiy. Sollte derselbe aber JNuii sein 
= 0 ausgeschlossen), so wäre 

Da «'^ immer positiv, so musste fn < 1 sdn. Von f« = 0 an bis /< = 1 
ist aber die sweite Seite immer grösser als die erste. Denn es ist < 1) 

worsns sofort 

L±J1> e*.« 

folgt. Demnach ist (a) immer positir nnd die erste Seite in (g) wächst fort- 
während mit y. Daraus folgt von sdbst, dssa die Gleichang (g) nur einen 
(positiven) Werth liefert. 
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58 §. 9. 8. Kurve, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt. 

welche Grösse Null wird, wenn 

ir^JJ' »• - » = -jr- - «. 

1/ — c 

Nimmt nun — — — x Dicht alle möglichen Werthe (von — oo 

9 

bis 4* 9 ) an, 80 giebt es immer Werthe yon m, für welehe obige 
GrOese nicht Noll wird. 

Zieht man wieder in dem Punkte {x^ y) eine Tangente, so trifft 
dieselbe die Gerade, deren Gleichung y tss c ist, in dem Punkte, 

dessen Abszisse x ^j— ist. Da nun im tieisten Punkte (der 

Kettenlinie) ff = 0 und sein Zeichen wechselt, so folgt (wie in 
§. 5, y.), dass die Tangenten an den beiden Aufhftngepunkten sich in 
einer Entfernung von der Abszissenaxe schneiden müssen, die Uei- 
ner als c ist. Dann hat man ein Maximum. 

VIL Seien nun zwei Grenzkurven gegeben: 
so mfissen Xit x^, h, k bo bestimmt werden, dass 

ein Maximum, wenn 

y^c — \h{e~-{- 9)(a;,,i;) = 0, if(Xi,t;) = 0, 

wobei (vergl. Note zu IV.) c als absolut konstant (d. h. unabhängig 
von Xit X% hl k) anzusehen ibt. Dazu ist 

ri=zc — \h\ef^ 4- e * ^ = c — lh{e +e 
Man wird also nun 



I 

nach Xt^'Xit hfh differenairen und die Differentialquotienten Null 
setaen, wodurch nebst den obigen awei Bedingungsgleichongen die 
nöthigen Gleichungen gefunden sind. Setaen wir s. A. 

y Vi + v'-' - c 1/T + y'^ = 0, 

so hat man 
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§. 9. 3. Kurve, deren Scbwerpunkt am tiefeten liegt 59 



Z'~'' , /dt . cti> gj\ 



J —- .7 



Die zwei letzten Gleichungen heissen auch, wenn wir statt deß 
Subetitutionszeiclieus Zeiger anhängen^ 

und geben sofort (vergl. XIV.): 

Dadnioli werden die swei ersten: 

d. h. wenn man beachtet, dass 

_ y' {y — c) 

welche GleichuDgen aussagen, dass die Kettenlinie auf den Grenz- 
kurven Bcukreclit steht. Zur wirkliclieu Berechnung hat man übri- 
gens die obigen vier Gleichungen, nebst 

tp («i, Ii) = 0, ^ (a^, ö = 0. 

Sind »i^Xi^h^h (nebet gu 9i) tMB den olngen aechs Gleiohon- 
gen bestunmt, so ist noch 
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CO §. 9. 4. Kurve tod gegebener Länge etc. 

zu benutzen, um endlich zu bestimmen; oder besser, man wird 
sofort diese Gleichungen mit den vorigen verbinden. Dazu kann 
man aber auch die folgenden fünf Gleichungen benutzen : 



1 + j/^Ja:, SP(a;i, 12) = 0, ^(a^, 0 = 0, 

et tiif dt ^9 ccp drj 

die sieh aus den firüheren ergeben. Damit ist die Aufgabe er- 
ledigt*). 



4. Kurve von gegebeiior Länge, welche die kleinste oder 
grösste Botationsfläche erzeugt. 

VIII. Unter allen ebenen Kurven, deren Länge L ist, soll die- 
jenige gefunden werden, welche bei der Rotation um die a;-Axe die 
grösste oder kleinste Rotationsfläche erzeugt. 

Hier ist 

man hat folglich dieselbe Aufgabe, wie in lY., vor sich, aus der 
also folgt . 

(1. h. abermals die Kettenlinie. Da hier wieder das Zeichen von 
?/ -}- c über M. entscheidet, man aber hinsichtlieh des Zeichens 
von /< jetzt nicht kurzweg entscheiden kann, da zwei Kettenlinien 
von derselben Länge zwischen zwei festen Punkten im Allgemeinen 
denkbar sind, von denen die eine ihre hohle, die andere die er- 
habene Seite gegen die Rotationsaxe wendet, so wird die Aufgabe 
ein Maximum liefern, wenn /* negativ (wie im 3. Beispiel), ein Mini- 
mum, wenn h positiv. Dabei muss jedoch im letzteren Falle die 
Einschränkung gemacht werdenj dass die Kettenlinie die liotations- 
axe nicht schneide. 

*) Hinsichtlich der leisten Bntscheidang, ob H. M.» wird man, wie in 

der Note su §. 7, VII. mgegeben, ver&breni wo die Qr&ise ^ [f — el)dx 

2u betrachten ist, und zwar (r absolut konstant) als Funktion etwa von «j, 
wobei hf k von^dtesen Grössen mittelst 9> =: t/' = 0 abhängen. 



Digitized by Google 



§. 9. 5. Rotationskörper yon grösster Anziehung. Gl 



6. Botaüonskörper von grösster Ausleihung« 

IX. Man soll die Form finden , welche ein homourcner Rota- 
tionskörper von gegebenem Inhalte annehmen muss, damit die An- 
ziehung auf einen Punkt Ä seiner eigenen Masse in der Eicbtung 
seiner Axe am grössten sei. 

Sei Ä der Koordinatenanfang (für Raum -Polarcoordinaten), M 
ein Punkt des Körpers in einem Meridianschnitt (dessen Gestalt eigent- 
lich gesucht ist) ; r, 9? seien die Polarkoordinaten desselben, nämlich r 
der Abstand von A, (p der Winkel mit der Polaraxe. Wir ziehen einen 
Bweiten unendlich nahen Meridianschnitt, der mit ersterem den Win- 
kel dip mache; errichten über dem unendlich kleinen Hechtecke 
rd(pdr ein Prisma von der Höhe rsin^dif;^ das also awischen bei- 
den Schnitten liegt und als Körperelement angesehen werden darf. 
Sein Inhalt ist r^^tpdtpd^fdr, und wenn das gewöhnliche Anzie- 
hnngsgesetz angenoinmon wird, die Anziehung k '^in^dtpdflfdrf 
deren Projection auf die Axe ksing) cos (p d(p d ij> dr ist. 

Ist eine Funktion von 9), der Fahrstrahl der Kurye des 
Meridianschnittes, so ist die Gesammtanziehung nach der Polaraxe: 

00. « 0 

wihrend das Volumen: 

in n Jl n 

S J* »"^2'* = ^ Ii>8m(pd<p 
00 0 b 

ist. Demnach jetzt (y = B, x = ^) 

f = Ji sm cp costpt F = E^sincp, 

wo nun der Fall des §. 4, VIIL eingetreten nnd die Aufgabe offen» 
bar lösbar ist. Man hat also 

8infpcosq> + cB^8ing> = 0, 22^* = — —cos^, 

c 

w&hrend, wenn Ä das gegebene Volumen: 

. 2« r , / cos qp\^ , 

aus welcher Formel sofort hervorgeht, dass cp nur von 0 bis §31 (bei 
negativem c) oder his x (bei positivem c) geben darf. 
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62 §. 9. 6. Geschlossene Eture von grösster Fläclie. 

Jetzt ist 

welche Grösse positiv ist, wenn e es istt negattv, wenn e negativ. Neh« 
men wir den letzteren Fall so haben wir ein Maximum, und wenn 
1 

= a'^C08(py (p von 0 bis ^tc-^ 



e. GtosohlosseiLe Kurve von grösster Flftche. 

X. Es soll eine geschlossene ebene Kurve von der Länge L 
gesucht werden, welche die möglich grösste Fläche umschliesst. 

Wählen wir zur Bestimmung der Kurve die gewöhnlichen Po* 
larkoordinaten r und 9, den Pol im Innern der Kurve« und setssn 
voraus, dass q> und der Kurvenbogen dorchwsg wachsen, was wir 
wohl dürfen, so ist 

tn in 

die Fläche = | r^d(p, die Kurve = fY^^ + 

also (y — X = (p) 



und (§. 8, YH.) 



Vfi -1- |.»s yr« -|- fft 

li = ±r V^^^ = ± 5^ Va... - (. - 
^ Was das Doppelisichen betiifiti so güt das eine so lange, als 



•) Der andere gi«bt insofern ein Minimiun, all dandbe dem Mazimam 
gMeb, aber entgegen geietst gtriebtefe ist. 
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§. 9. 6. Geschlossene Karre toh grösster Fläche. 63 

är 

-j— nicht Kuli oder oo wird; letiterea findet i&r r> =s «i, ersteres 

d(p 

für 

o«r« = (ci — t^y, ±ar = — r'^, = + i« ± Vci — Ja^ 
statt, wo übrigens die Zeichen sieh nicht entsprechen, bo dass in Wahr- 
heit vier Werthe erscheinen. Nun ist aber, wie ans den obigen Glei- 
chungen hervorgeht, nothwendig a Ton demselben Zeichen wie 
Ci — r\ also hat man Yorhin 

ar =5 Ol — r«, r = — J« ± Vci — J«^ 

was nnr noch zwei Werthe liefert. Daraus folgt aber auch, dass 
Ci ^«^ sein rnuss, wenn überhaupt ein Zeichenwechsel stattliuden 
soll. Ware a positiv (was jedoch nicht der Fall sein wird), so 
könnte auch nur das obere Zeichen gelten. Vorläufig werden wir 
in der Differentialgleichung beide Zciclion gelten lassen müssen. 
Dann ist 

-f- I ' — ■ = 4» 4' C^i 



d. h. 



Hier ist entschieden -|- ^ 0 aosonehmen. Hieraus 

folgt 

(^4-^) - (a^ +4ci)(^i-tl^'=:-i(a« + 4c,)««n«(29 + Sc,), 



d.h. 



80 dass 



(^^7 = 2i±^[i±o<.«(2,. + a«*)]. 
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64 §. 9. 6. G^cblossene Kurve von grösster Fläche. 
(SL±II^'== (a» -f 4c0 cos'^icp + c,) oder 



Hieraus 

= ± Va^ 4- 4 Cj co8(y -}- Ct)f oder 

^-t-^^ =r + Va*-f 4ciStn(9 + d). 

Lätst man aber' 91 von 0 bis 2 gehen, so dureUanfen die 
zweiten Seiten thatsäcblich dieselben Wertiie, so dass es genftgt 



zn setzen. Aber auch hier wird das eine Zeichen völlig genügen, 
indem thatsächlich abermals dasselbe herauskommt, ob eines oder 
das andere gilt, so dass 

Ci + f 2 = r Va^ + 4ci cos ((p -\- Cj) . . , . (h) 
die Gleiohnng der gesuchten Kurve ist. Da diese Gleichung auch 
heisst 

(rco8 9> — 5 Vä* + 4öi cosciy + (r«w 9 + jVa* + 4Ci«m<J|)^Ja*, 
oder in rechtwinkeligen Koordinaten: 

(« — I Va^ + 4ci cös f j)« -H (y + J Va^4-4ci s«« c,)^ = J 

so ist die Kurve ein Kreis vom Halbmesser V} Da der Um£uiig 

desselben =9r glMch L sein soll , so ist damit Vtfi, d. h. der 
Halbmesser bestimmt. 

Da kdne weitere Bedingung vorhanden ist, als* dass iQr 
9)=0 und q>r=29e die GrOsse r denselben Werth haben muss, weil 
die Kurve eine geschloasene sein soll; dies aber aus (h) offmibar folgt, 
so bleiben Ci, Cj ganz willkürlich, wie dies auch in der Natur der 
Sache liegt, da der Halbmesser den Ereis hier vollständig bestimmt. 
Hinsichtlich der Entscheidung ist 

Da in unserem Besultate (h) der Mittelpunkt nicht im Koor- 
dinatenanfang ist, so wird -j^ zweimal das Zeichen wechseln, so dass 
es zwei Werthe von r giebt» für die ar = Ci r% was nur ange- 
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§. 9. 7. Geschlossene Kurve von Ideinsier Länge. 65 

nommen werden kano, wenn a <C! 0. Folglich ist hier eia Maximam 

a 

wirklich vorhanden [r' =s €i Betzen hiesse , * = 0 anneh- 

' men, wa8 oÖ'enbar hier unzulässig ist]. 

Eine weitere Untersuchung erBchcint überflüssig, da die Auf- 
gabe, wie sie gestellt ist, ganz offenbar einer Auflösung fähig ist 

fl 

7. Qesdhlosaene Kurve von kleinstor Iiftngo. 

XI. Man soll dne gescUoBsene ebene Kurve suchen, welehe 
eine gegebene Flache einsdilieest, und den möglich kleinste Um- 
fang hat. 

Wfthlen wir dieselben Koordinaten , wie im vorigen Beupiele, 
so ist 

/ = Vr2 -I- r'», F = r«. 
Daraus ergiebt sich aber offenbar wieder ein Kreis. Da hier 

(/ + aF) _ r« 

so hat man entschieden ein Minimum , und es bedarf bei der offim- 
baren Zul&ssigkeit der Aufgabe keiner weiteren Untersuehung mehr. 

8. Kurve auf einer Kugel, die mit einer andern die grdeate 

Flftobe etnaohHeaat, 

XII. Auf einer Kugel vom Halbmesser r ist eine bestimmte 
Kurve gegebeu; man soll eine andere von der Länge L so bestim- 
mon , dass sie mit jeuer (auf der Kugel) die grösst© J'läche ein- 
schliesst. 

Wir wählen den Mittelpunkt zum Koordinatenanfang und die 
gewöhnlichen Polarkoordinaten r, g), i/', wobei wir die a;^-Ebene die 
des Aequators; die ^c^'-Ebeno die des An fange -Meridians; den Punkt, 
in dem die (positive) ^^-Axe die Kugel trifft, den (positiven) Pol; 
eine Ebene durch die -e-Axe eine Meridianebene; und den Schnitt 
der Kugel und dieser Ebene einen Meridian nennen wollen (der 
eigentlich alf? Halbkreis aul/ufap-sen ist). 

Den AVinkel (p zählen wir von 0 bis 2it im Sinn: positive X- 

D ie n ge r , V^ariatioasrechuuag. 5 
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60 §. 9. 8. Karre auf einer Kugel, 

Axe gegen positive »/-Axe und hoisscn ilin die (geofrrapliische) iJinge; 
tlf wird von — ^Tt zn -\- -^tt gezählt und lieisst die Breite. Diesel- 
ben sollen durch A, ß bezeicliuet sein. Dann ist 

X = reosßcosk, y = reosßsinXt e = rsinß. 

Eine Gleichung zwischen ß und k stellt nun eine auf der Kugol 
liegende Kurve vor. Die Fläche eines Kugelntücks wird durch das 
doppelte Integral 

r« r r cosßdßdl 



aiugodrückt. Das Flächenstück zwischen der gegebenen Kurve und 
der gesuchten ist gleich dem Unterschiede sweier Flächen, die ent- 
halten sind zvriscben: 

Aequator, der gegebenen Kurve und den Meridianen ihrer 
EiDdpunkte und 

Aeqnator, der gesuchten Kurve und denselben Meridianen, 

indem wir gegebene und gesuchte Kurve in denselben Punkten 
enden lassen, und weitere Durchschnittspunkte beider Kurven nicht 
annehmen. 

Da nun die erstgenannte FJäclie eine beBtimmte , ge^^ebene 
Grö.'^se int, so folgt daraus, dass die zweite für sich ein Maximum 
sein muss (HI). 

Dieselbe ist aber, wenn wir ß als Funktion von l betrachten, 
und beachten, dass ffir den Aequator /3 = 0: 



/dk I cosß oß —. J srnß (iL 
• kl 




Die Länge der Kurve ist ebenso: 



wo wir allerdings annehmen, dass in der ganzen Ausdehnung Kurve 
und k zugleich wachsen, eine Voraussetzung, die sicher gestattet ist. 

Man hat also (y = = X): 

f=:8inß, F = -f cos'iß. 

also (§. 3, VIL) 
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die mit einer andern die grösste Fläche einschliessi 67 



V/3'2 ^ cos^ß 
smß + , . ' , = c, , 

(ci^ginßy 

rfj^ ^ — (ci — shiß^cos^ß 

- »/ l/a«co«*/3 — (ci — sinßycos'^ß 

welches die Gleichung der geBuchten Kurve ist. Um das yorkom- 
mende Integral su bestimmen, beachten wir, dass 

d Cx sinß — 1 Ci — sin ß 
dß bcosß "~ bcos^'ß ' 

also 

r (ci — sinß) dß 

= r (ci—shiß)dß 

J cosß y(a« — + 1) coß'iß — (ci »inß — 1)» 

/ C| — sm/? dß 
Va» — cf H- 1 W / c,gm/3 — 1* \« 

K ^ VVfl2 _ 4. 1 j 

^ / , C| st»/} — 1 \ 

\ Va« — <!» + law/J/* 

so dasa 

± arcl «in s= . ' ^ = ) = A + 

\ ya^ — cl-\-lcosß) 

CiShlß — 1 _I_ • /5 I \ 

Ka« — Cj- -f 1 (»s/J 
c, sm/3 — 1 = ± Va« — + 1 caaß(»ink + <%) . . (h) 

Diese Gleichung hat die Form 

Acosßcosk H- Bcosß sinX + — 1 s= 0, 
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68 §. 9. 8. Kurve auf einer Kugel, 

d. h. 

Ax Bjf Cj? — 1 = 0, 

und ist mithin die einer Ebene. Die gesuchte Kurve ist folglich 
ein Kreis. Das Doppelzeichen in (h) hftngt mit dem Zeichenwedisel 

von -TT zusammen. 
Da 

/ (/ ß Y a'^cos^ß — ( ci —sl)f ß)Uo£_ß 

\cn) ^ (ci — 8hl ßy^ 

femer 

a^cos^ß — (ci — suißy^ = («2 — c,^ -f 1) cos-ß — (Ci sinß — 1)« 

= (a!ä — cf -f 1) cos'-ßsin'^iX -j- c^), 
(ci — Ä»n«/})» == co«»/J [a*— (o« — Cj* + 1) «in« (A + c,)] . 



so ist 



a-cos^ß a^cos^ß 



(ci — sinßy a2 — (a« — -{- l)sm'^(A + c^Y 
worin noch co«/9 aus (h) zvl ersetzen ist. 
Hier ist 

c'^(/-}-aF) _ acos^ß 
8/8'» ^ [cös-^i^i + ^'2]%' 

und man bat also ein Maximum, wenn a <C 0. Da aber offßubar 
nur ein Maximum zulässig ist, so hat man also a als negativ an- 
zusehen. 

(1 ö 

Da das Doppclzuicheu in (Ii) mit dem in zusammenhängt , so 

gilt das eine oder andere in den beiden Formeln in gleicher Weise. 
Ein Wechsel tritt ein, wenn 

a'^C08'-ß r-rr (c, — siil ß)' , d. Ii. Slh- (l -f Cj) = 0, 

waB aber die Formel (h) thatsächlich eintreten lässt, wenn man sie 
blos schreibt: 

eisinß — 1 = Va« — + 1 ea8ßsm(l + c,) . . (hO 
welche Gleichung die (h) ersetzt. 
Daraus nun 
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die mit einer andern die grösste Fläche einschliesst. 69 

inß ~\- ci cosß^ = — y ^' . . , eosßsinß -f c-,) 
cct Ya* — ^ 1 



c ß 

— Va''* — cjl 4- lsinß-^sin{X-^ €2)1 



Ci cosß 4^ = Va» — Ci -\- l cosß cosik -\- c») 

8ci y g'' — + 1 

^ 1/tt« — Ci* + 1 cos/3 cos (iH-<Ji) 

^c^ 

welche Grösse innerhalb der Grenzen der Integration nicht alle mög- 
lichen Werthe durchlaufen wird, so dass immer noch ein Werth von 
m möglich ist, für den nicht 

cß , cß 
oci ocj 

XIII. Wir Übergehen den Fall festeirEndpuiikte, um nur den 
2U betrachten, da beide Endpunkte der gesuchten Kurve in der- 
selben gegebenen Ivurve liegen, wie dies die eigentliche Fassung der 
Aufgabe meint. Die Gleichuug dieser Kurve sei 

/5 = 9'a) (i) 

Dann hat man Ci, c^, A|, At dadurch zu bestimmen, dass man 

Jlf+andl + *.tf,-9>(i,)] + 
nach den genannten yier Grössen differenzirt u. s. w. Dabei ist 



/ 4- aF=z9inß + a 
Daraus ergiebt sich (§. 7, VIXI.)* 
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70 §. 9. 8. Kurve auf einer Kugel etc. 



8c.J ^ 'ä^ + *•—-<>. 



Beaeichnen wir a. A./ 4* aJ^dnreh und dureh angehängte Zei- 
ger 1 und 2 die Werthe an den Grenzen, bo ist 

worftUB sofort 



BD dass 



Hierbei ist*) 



dp 



*^ aß' 



sinßVcos^ß + ß'-^ -f acQS^/? CtV/?''' + cos^ß 

~~ aß' aß' 

80 dasB an den beiden Grenaen 

sein miiBB. 



*) «1 — «m/} kann nicht Kall werden, da sonst ~ = « wfirde, was 

wir ausscbliessen müssen; demnach tiut diese Grosse immer dasselbe Zeichen. 
Dasselbe fallt, wie die erste unserer Gleichungen in XII. besagt« snsammen 
mit dem von ist also negativ. 
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Schlussbemerkung. 71 

Sollteu die beiden Kurveu auf einander etwa senkrecht stehen, 
so müsste 

cos^ß -I- ß'(p'iü) = 0 
sein, wozu gehörte, dasB 

i/TTTi TT j aeos^ß acosß, . „ 

ci Vß ^ + cos-ß =:acos^ß, Ci = . ^ = i;(ci— «miJ), 

«i = — (<?! — 8inß), 8inß = 2ci 
sein (an den beiden Grenzen), was sicher nicht allgemein der Fall ist. 



Schlussbemerkung. 

XIV". Das Ergebniss der Berechnung der Grössen k in XIII. ist 
nicht ein zufälliges, sondern gilt allgemein. 

Hat man nämlich däs Integral 

Oäx (k) 

«I 

SU einem M. M. zu machen, wo 0 die Form §. 8, II; haben kann, 
so ist 

und wenn nun zwei Gienzkurven 

= 0 , Ii} (x, = 0 
gegeben sindt so hat man (vergl. VII.) 



an 

nach Xi, X^j Cj, C-2 zu diiferenzircn (wo rj, ^ dio Warthe von y für 
X r= Xi, Xi sind). Daraus, wenn man durch angehängte Zeiger 1, 
2 die Werthe für x r= Xi, x.^ bezeichnet: 



, av öS 



4- Ä^2öT^ = o, 



dl} des dC dc^ 
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72 Schlussbemerkung. 

woraus sofort*): 

Demnach hat man an der oberen OrenzOf und dann an der unteren: 

\ ^ dy'J cy ~ dy' ' V ^ '^if) cy " dtf dx 

Dabei versteht es sich von selbst, dass in O nicht etwa d?it ^> S 
selbst yorkommen dürfen (§. 6, HI.; §. 7, IT.). 

XY. Soll die geftmdene Kurve auf der Grenskorve ^ = 0 
senkrecht stehen, so muss (fOr z = 

also 

natürlich für x — x% sein. Diese Bedingung ist iu VI. and iu §. 7 
I. erfüllt. 



*) Diese Gleichungen können entweder dadurch eriialten werden, dau 
man di« twei letsten der vier yorbergehenden Gieichnngen unter die Form 



bringt, und daraus ^ = 0, Z:f 0 folgert; oder aber aucht indem man die- 
selben in herkömmlicher Weise nach Aj, auüüst. 
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Dritter Abschniii 

Mehrere Funktionen derselben unabhängig Verändere 

liehen werden gebucht. 

§. 10. 

1. Es sind keine Bedingungegleioliungeii vorhanden. 

I. Die Aufgabe, die wir uns jetsti das Seitherig« veraDgemei- 
nemd, steUen, ist, die Funktionen 

«1. «ji (a) 

von so za bestimmen, dass die Grösse 

b 

f (X, M„ 1*3, . . ., Ui\ u/, . . ., u/) dx . . (b) 

a 

ein Maximum od(T Minimum (M. M.) werde, wenn a, b bestimmte, 
gegebene Grössen sind; wenn eben so dieWerthe von Wi, . . ., für 
X = X =^ b beetimmt (also unveränderlich) gegeben sind und 
wo 

Den Entwicklungen des §. 2 gemäss werden wir statt . . 
4i„ die Grössen 

{x, £), ^-i {x, £), . . (a-, £) .... (d) 

in(b) einsetzen, wobei ^) die J^geuschaft habe, für £ = 0 au 

dem gesuchten Werthe von Ur zu werden ; dann (b) nacli £ differen- 
ziren und den Differentialquotienten, nachdem man in ihm £ =£ o 
gesetzt, Null werden lassen. 



I' 



DigitizcG by Li(.)o^le 



74 §. 10. 1. Es sind keine Bedingungsgleicliungen Yorhanden. 

Will mau nauh §. 2, IV. verfaUrou, so kaun mau auch statt Ur 
setzen 

+ £ d 1<r + • • •* also statt Ur' : lir' + iÖUr' + * ' * » 

WO uatQrlich das jetzige Ur (Ur') das gesachte ist» nach den Potensen 
von 6 entwickeln und den, KoefiGsdenten der ersten Potenz Null 
setzen. Beide Betraclitungsweisen liefern selbstverstftndlich dieselben 
Ergebnisse. 

Dabei werden wir wieder beachten, dass wenn Ur der Werth 
von Ur fär eine der zwei Grenzen ist, man (§. 3, II.) 

C Ur 



ds 



SS 0, also auch d 17^ = 0 



habe, und dass zugleich dUr der Werth von dtir an dieser Grenze 
ist. 



Gleichungen des Maximums oder Minimums. 
IL Es ist, wenn ^i, . ijfü Abkürzungen für die (d) sind 

b b 
A a 

da dV'i' de ^"'^d^n' J ^ 

also (§. 2) 



+ 



du 

wo 

und die u naturlich die gesuchten Funktionen bedeuten. 

Da jedoch auch hier 

und 
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§. 10. 1. Es sind keine Bedingungsgleichungen vorhanden. 75 

-f^tir an den Greazm Null 



Bo erh&lt man als Gleichung des M.M.: 



+ 



Es bestehen nun zwischen den «i , . . . , m«» unserer Annahme 
nach, keinerlei Beziehungen; dasselbe gilt also uatüilich auch von 
den öwi,..., bu„. welche mithin durchaus willkürlich bleiben. Dann 
ist aber die vorige GleichungÄiur möglich, weun 

ci ?/ _ df d df _ 

— -J7 TTTT — 0, , — -T- ^--7 = 0, [A) 



dui dx cui ' ' du^ dx^ du 
welche Gleichungen sich allgemein durch 

df ^/ _ _ 1 o 



dur dx du/ 
darstellen lassen. 

Dadurch werden die sfinuntlichen «(der Anzahl nach») bestimmt 
nnd der eine Theil der Aufgabe ist erledigt Die Entscheidung, ob 
M. M., werden wir niwsfaher geben. 

Bedingungen au den Grenzen. 
III. Wäre statt des Integrals (b) das allgemeinere 



/(X, Ml, . . ., Un, Ml', . . ., l(n')dX (b') 

ZU einem M. M. zu machen, ^u miisscn noch Grenzhedingungen gege- 
ben sein. Hinsichtlich derselben lässt sich das in §. 6, I, bis III. 
Gesagte geradezu hier wiederholen mit der kleinen Aendorung, dass 
jetzt von mehreren Funktionen die Rede ist. jMan wird also, nach- 
dem man die (A) benutzte, die Grössen Xi, und die durch Inte- 
gration der (A) eingetretenen willkürlichen Konstanten so bestim- 
men, dass (b') zu einem M. M. wird und zugleich die Greuzbedin* 
guugen erfüllt sind. 



*) Dies settt allerdings Toraas, dass rr^ nicht unendlivii sei an den 
Grenzen (d. h. für x a oder « = 
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76 §. 10. 2. Isoperimetrische Probleme. 

Ist dabei e eine der eiugetreteoen KoD8taDt4.'u, so ist 

rfc.y-' de ^"'^ du, de ^ e«,' de ^ * 

H~ M-'!'; 

aber wegen (A): 

f f d ff Cf ( dy r f rtl/ J / r /' r//,. \ 

^f»7 ~~ ^1*7' "öST ~dc' ^ JüJTe ~ dx V(äii7~äc~/' 
•o dam (§. 7, VIII.) 

Dies ßetzt freilich voraus, dass keiner der Werthe von t(i, . . 
Uj, für eine oder die andere Grenze in / vorkomme 6, III.). 

Audi das in §.9. XIV. frcfundene Resultat könnte hier ver- 
uUgeiiit lnf rt werden. Doch halten wir dies nicht für nothweudig, 
um bei den vielen F^inzelfallen, die hier denkbar sind, nicht zu vielef 
immer leicht herzusteilende Formeln, aufzuschreiben *j. 



2. Isoperimetrisohe Probleme. 

IV. Gesetzt nun aber, es solle das Integral (b) nllerdinus ein 
M. M. wei df'ii, aber die l'unktionen Mi, zugleich der Bedin- 

gung unterworfen sein, den Gleichungen 
b i 

tpidx = Au J* (ptdx = Ai, fpmdx = Am - (0 

9 • , a 

an genügen, wo 9>jt • • «i 9>m bekannte Funktionen von dr, . . ., 
«w «i'i and. 

Jetat treten natfirlick die Betrachtungen des §. 8 wieder ein, 
und man wird auBsprechen dürfen, dass Funktionen «i, . . «n» 
welche 

*) Dabei dürriiii wir nullit vergessen, dass m II. vorausgesetzt ist, e« 
sei Ur für die beiden Grenzwerthe gegeb«ii. Es ist also nicht etwa gestattet, 
die an deo Grenaen als gegeben annisehtn, ond darans die lutegrations- 
konstanten ni beitinunen, da wir dann nieht daa Beoht hatten, die Gleicbang 
d U = 0 ah richtig anzunehmen (I.), was doch in II. gesehefaen iab Die 
Grensgleichnngen dürfen alao auch die u' nicht enthalten. 
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§. 10. 2. Isoperimetrische Probleme. 77 

W -\- ui gp, a, (f i + . . . 4- a,„qp„]rfa?. . . . (g) 

WO «1, . , ., (vorläufig beliebige) Konstanten sind, zu einem M.M. 
machen und zugleich den Integralen 

b b b 

^(pidx, (pidx,.,,^ J*tpndx . . . (f) 

ttnyoränderliche Werthe ertheileii, die udb gestellte Aufgabe im All* 
gemeinen lösen, and sie auch im Besondem lösen« wenn man Oi, . . 
a« 80 bestimmt, dass die {f) erfüllt sind. Jedes Funktionssystem, 
das in der eben bezeichneten Weise (g) zu einem M.M. macht, ge- 
nügt unserer Aufgabe; aber auch jedes, das unserer Aufgabe ge- 
nügt, ist in den vorigen enthalten. 

Es gibt demnach keine andere Auflösungen, als die aus (g) 
hervorgehenden. Dabei ist es uns nun wieder ziemlich gleiohgiltig, 
in welcher Weise man die eigenthümliche Bedingtheit der dwi, . . ., 
dUn analytisch ausdrücken könne, da das von keinem Einfluss auf 
unsere Auflösung ist. 

Die at, . . ^ tragen den reinen Charakter beliebiger Kon- 
stanten, sind also von den Integrationskonstanten durchaus unab- 
h&ngig. 

y. Hieraus folgt, dass die jetzige Aufgabe zusammenfällt mit 
der ersten, oder besser gesagt sich auflösen läset, wie diese, nur hat 
man statt / in (A) hier 

/ -f- öl qpi -h «2 92 + . . . -f- (Pm . . . . (h) 
zu setzen {m eine beliebige ganze Zahl , ohne eine nähere Bezie- 
hung zu n). Was in III. hinsichtlich der Grenzbedingnngen gesagt 
ist, gilt ganz elien so hier. Nur muss eben / durch den Ausdruck 
(h) ersetzt werden und fli, . . ., ttn, hängen nicht von nebst 
den IntegrationsküDstanten, ab. 

Die f]ntschridung, ob M. M., wird natiii licli auch wie bei der 
ersten Aufgabe gefällt, und wir werden beide zugleich erledigen. 

Wir wenden uns nun zur dritten und wichtigsten der hier vor- 
liegenden Aufgaben, die zugleich alle seitherigen umfasst. 
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78 §.11. 3. £& sind Bedingungsgleichungen Vorhände». 



§. 11. 

& Eb sind Bedingung^sgleidhimgen Torhandezu 
1. Sei wieder das Integral 

J F {x,Uu . , ^ Ui\ . . Un) dx . » . (a) 

a 

ZU eiuoni M.M. zu maclien, wo F die Form in I?. 10, I. oder IV. 
[Formeln (b) und (g)J haben kann; zugleicli aber .seien zwischen deu 
t»], . . Ui\ . . iin noch r Bediugungsgieichuugen: 

9i = 0, 9j = 0, . . = 0, (b) 

gegeben, wo natürlich r <[ n sein muss, welche Gleichungen aber 
fär alle « (innerhalb der Integrataonsgrensen wenigstens) gelten 
BoUen. Dabei sind die 9>i, . . 9r Funktionen yon d?, . . «t«, 

* . •! v„' (und es wird im allgemeinsten Falle nothwendig sein, 
dass die Differentialquotienten der u ebenftdls vorkommen. Doch 
lassen wir das jetzt dahingestellt. Diese Funktionen haben natür- 
lich keinerlei Zusammenhang mit den in §. 10, IV. vorkommenden). 

Terfahren wir nach den allgemeinen Gmnds&tzen, so hat man 
für ««« zu setzen 

M, 4- + . • .1 (a) 

nach den Potenzen von £ zu entwickeln and den Koeffizienten der 
ersten Potenz von £ Null zu setzen. 
Dies liefert: 

« 

wo nun aber die 9u (und also auch ihre Differentialquotienten du') 
nicht willkürlich sind, vielmehr da die Form (a) auch den (b) zu ge- 
nügen hat, noch allgemein die Gleichungen: 

|^Ä„H- '^Ä«, +".+ 1^0«,+!^*«.'+ •••+ 1^ ««.'=«. (d) 

dUi CUi dUn OUi CUn 

WO s = 1, 2, • • r ist, erfüllen müssen. Mittelst dieser Gleichun- 
gen müssen r der Variationen: ömi, • • d«„ (etwa • • •, dur) 
durch die übrigen «i — r ausgedrückt werden, welche letzteren 
dann allerdings ganz willkürlich bleiben. 
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§.11. 3. £s siud Bedingungsgleichungen Torhauden. 79 

Wenn diese YorBehrift yielleicht im einzelnen Falle Bich auch 
befolgen Hesse, so wird man immeriiin bequemer in der allgemeinem 
Weise verfahren , die wir jebst angeben wollen. Ohnehin kdnnen 
wir, da in den (d) anch die Bifferentialquotienten der du vorkommenf 
nicht im Allgemanen die angegebene BSiminationsweise, die theore- 
tisch freilich denkbar ist, Tonziehen. 

IL Wir multipliziren die (d) mit der noch unbeetimmten Funk- 
tion lg von x und integriren sodann zwischen a und h (nach ai). 
Dadurch erhalten wir 

H- l^.öuAdx = 0, « = 1. . . r. 

C Un / 

Bicpc Glf'ichungen addiron wir zu (c), wobei wir das Summen- 
Zeichen 2J in der bekannten Weise brauchen, und erhalten; 

Diese Gleichung liest sich nun in der bekannten Weise umtdhreiben* 
Es ist nimlich 

dF , dF , /dF d dF\^ , d /dF \ 
cui oui * \dui dx 9«i/ dx \öui J 

Bo dass, weil die u an den Grenzen Null sind, w0nn man setzt 
die (c') wird: • 

b 

J(WidUi + IP^dii, H + Wndun)dx = 0 . (c") 



^ dx 
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80 §.11. 3. Es sind Bedingungsgleichiingen Torhanden. 

Wir denken nun die Grössen A^, . . Ar so bestimmt, dass r der 
Grössen ^ in (c") Null werden , was wir immer annehmen dürfen. 
Dadurch sind auch (wenn . . ., Null wurden) Ötii, . . ., Öu,. 
verschwunden, und es bleiben nur noch die ganz willkürlichen: 
ÖUr ^ it . . ÖUn übrig. Da dann (c") heisst 

h 

m 

und bier, d«r+i» * ' *> durchaus wiUkürlioli bleiben i so muss 
ttucb 

VFr^i = 0. . . ?p; = 0 

sein. Demnach vird man die u so sn bestimmen haben, dass 

^1 = 0. = 0 , . . . (B) 

was mit den (b) zur Bestimmung der n •\' r Grössen u und A «ns- 
reioht. 

in. Was nun aber die Bildung der Gh-Össen !P betrifft» so wird 
man sofort überseheut dasa wenn man in §. 10, II. statt / aetat 

r 

+ '^1 9i H + ^9>r = H- ^Kq>, . . (d) 

1 

man aus den dortigen (A) die hiesigen (B) erhält (die A als nicht 
t/, %i enthaltend angesehen). Daraus ergiebt sich nunmehr als 
Vorschrift: 

Mau bestimme Ui, . . ., nach den Hegeln des §. 10 so, dasa 
-h A| 9?x 4- • • • -h Ar 9)r)«ia? . . . . (a') 

a 

ein M. M. wird, wo A], . . A^ ak nur yim x abhängig anges^en 
sind, und verbinde mit den sich daraus ergebenden Gleichungen 
die (b), um die Ai, . . ., A^ zu bestimmen (oder auch zu eliminiren). 
Damit ist der erste Hanpttheil der Untersuohnng erledigt. 

IV. Hinsichtlich der Grenzgleichungen, Grenzwerthe unter dem 
Integralzeichen oder in den Bediugungsgleichungen gilt immer das 

*j In dieser Gleichung sind nur noch die Variationen iur^i^ . . . Jn^. 
Wie man nnn auch ans (e) die Variationen (f«i, . . ^Vr eliminiii hat, 
immer muM die (jS) erscheinen) da sie fheti eine richtige Gleichung ist. 
Wc^cn der anzunehmenden BUmination sind aber <f«r+i» » • durdi- 
aas von einander unabliängtg. 
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§. 11. 3. Es sind Bedingungsgleichungen vorhanden. 81 

in §. 6 und ^. 10, Iii. Gesagte, das wir also nicht zu wiederholen 
brauchen. 

Doch mag hier abermals darauf aufmerksam gemacht werden, 
dass die Grenzgleichungen nur die Werthe der u (und nicht der u') 
enthalten dürfen. Denn unsere Darstellung 6) setzt voraus, dass 
man zuerst die Werthe (von :r und) der u an den beiden Grenzen 
als fest ansehe, was man nur darf, wenn in diesen Greuzgleichungen 
blos diese Grössen und nicht auch die u' vorkommen. 

Dessluxlb "Werden die (b), insofern sie im allgemeinsten Falle 
Diflerentialquotienten der u' enthalten, nicht als Grenzgleichungen 
verwendet werden*). Sie sind ohnehin für alle Werthe von x, also 
auch für die Grenzwerthe identisch erfüllt, würden somit als Grenz- 
gleichungen auch Niclits leisten. 

Enthält aber eine oder die andere Gleichung (b) keinen Difle- 
rentialquotienten von u, so ist diese (Jleichung in der Lage, als 
Grenzgleicliung verwendet werden zu können, wobei nur zu beach- 
ten ist, dass sie, wenn man die gefundenen Werthe der u einsetzt, 
identisch erfüllt ist. Es ist dabei selbstverständlich, dass die 
Grenzbedingungei^den (b) nicht widersprechen dürfen. (VergL Note 
za §. 18, YUI.; dann §. 19, X., XI.) 

Reduktion auf die kanonische Fornu 
IV. Sei 

^ = F + Xiipi + Kflfi + ' ^r9r ' ' . (e) 

80 ist das System der Oleidrangen, das die u (nebst A) bestimmt: 

dui äx dui' "~ • • au» Ix düÜ ~ '[ . . . (BO 

9l = 0, . . ., 9)r = 0. J 

Wir wollen nun ans den Gleichungen 

*) Die „Grenzgleichungen* rind immer gewisse Bedingungsgleiehitngen, 
deoem die .Werthe der n fnr « ss j^, nodi genfigen mfiseen. Da .non for 

Alle Werthe von x die (b) stattfinden, so wird maa ffir diese Untcrsnchon- 
gen (an den Grenzen, d. h. bei der Bestimmung von Tj, und den einge- 
tretenen Konstanten) die Grösse (a) allein betrachten können, und nicht etwa 
unter dem Integralzeichen statt i'' die Grösse (d) setzen müssen. Doch hätto 
dies auch weiter Nichts auf neh, wdl eben die (b) für jede m^llche Be- 
stimmung der and der Konstanten ja erfüllt sind. Will man tihet 
von dorn in §. 7, YIIL ^.9, XIY.) Dargestellten Gebranch maehen, SO ist 
die letzte Form vorzuziehen, d. h. (a') Statt (a) xa betraohten. ^ *■ 
Dienger, VariAtionareobnung. a 
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82 §.11. 3. £s sind Bediuguugsgleicliuugeu vorhauden. 

r—i = . . ^— ? = <r„ 9, Ä 0, . . ., 9^ = 0 . . W 

CUi CUn 

die Grössen . . Un\ A|, . . durch jC, «|, . . K^t ^^ii * • «t 
iT« ausdrücken und in 

a> — + «2«»' H + if««/) . • . (g) 

einsetsen, wodurch sidi diese Gr<tase in eine Funktion der vorhin 
genannten Yerftnderlichen umwandelt, die wir mit ? besdehnen 
woUen*). 

Sieht man nun also W als Funktion von tfi, . . ., . . 

j0« (wir wollen kürzer sagen: Ton a;, u, un, so ist offenbar 

d. h. wegen der (f): 
Dann weiter 

d. h. wegen der (f): 

Daraus folgt, dass das System (B') unter Berücksichtigung der (f) 
heisst: 

a«, da;* *-*ä«» da? 

neben welchen Gleichungen natürlich noch die 

■5J = V.....^ = «.' (O 

bestehen. Die Gleichungen (i), (i') sind der Zahl nach 2n zwischen 
X als unabhängiger Veränderlichen und tij, . . u„t Ui, . . Uff, 
jTi, . . ., ^ii • >,•) K'i wozu dann noch die (f) zu rechnen sind, so 
dass die Gesammtzahl der Gleichungen Bn-^-r ist. 



*) Dies aetst allercUngt Toranti dast die In den 9 Toricommeii. — Da 
ferner wegen der letzten r Gleichungen (f) die Grötse ^ sich beim Bin- 
setzen in F umwandelt, so ist 'i^ auch der Werth Ton F — ("i''i-f- • • • 
-f- Un' z„). Doch legen wir auf diese Einzelheiten Iceinen besonderen 

Nachdrucli.. 
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§. 11. 3. Es sind Bediüguugsgleichungen vorhanden. 83 

Wegen (b), (h*) heissen die (i), (iO auch 
dui dW dUi 



dx dzi ' dx 

düy dW dZ.2 





ditn 






d X 






dZn 






dx 





(C) 



dx dui' dx 

ein System yon 2n gleichzeitigen Differentialgleiolinngen erster Ord- 
nung zwischen x und «i, • .' ifji, «i, . . xr«. Sind hieraas die 
letzten 2w Grössen bekannt und man setzt sie in (f) ein, so kann 
man auch noch Uit . . Un\ • • ■« ^ bestimmen, wenn man dies 
wiU. 

Die Integration dar (C) löst die Aufgabe, die u zu bestimmen, 
d.b.(fi08uintegriren. Da 2« willkürliche Konstante eingeführt wer- 
den, so erhält man also im Allgemeinen bei der nns vorliegenden 
Aufgabe diese Anzahl von eintretenden Eonstanten*). Das System 
(C) hat die „kanonische Form*^. 

Dabei dürfen wir nicht ausser Acht lassen, dass die in §. 10 
gelösten Aufgaben unter der jetzigen begriffen sind, wenn man nur 
die q> und X ganz weglAest, also 0 kurzweg F setzt. 

Integration des Systems (G). 

V. In der Funktion die nach IV. gebildet wurde und x, 
Ml, . • «n, ^1, . . ., xr« enthält, setzen wir 

dis dz ^ 

_fur.,.^fur^,,...,^fur.„, 

wodurch dieselbe sieh in W verwandle, und schreiben nun die par- 
tielle Difbrentialgleichung 

1?=^ • . (!» 



*) Dies setot Torani, daas unter dt« (b) keine Gleichnng die kein« 

DifferentialqnotieDten (deru) enthalte, oder dass £eine solche deh aus densel 
ben bilden lasse. In diesem Falle würde man niittebt der fraglichen Glei- 
chung eine der (}rüssen « durch die andern ausdrücken kÖDnen , so dass nur 
noch n — 1 dertselben bleiben würden. Dadurch würde sich die Anzahl der 
wiUkniliehen Konstanten nm 2 Tennlndem. Aber auch, w«m nntor den (b) 
eine Gleieiinng ist, welche lidi unmittdbar integriren Isert, wird dieeeUM 
wohl eine Konatsate einführai, dann aber die Bolle einer Bcdingungsglei- 
chung ohne Differentialquotienten spielen, so dass thatsächlioh dann eine 
Konstante weniger erscheinen würde. Für etwaige Qreuzbedingungen würde 
natürlich hierdurch eine Einschränkung entstehen. 

6* 
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an, Ton der wir eine Aoflösuiig der Form 

s = V (D')« 

suchen, wo Feine (bekannte, d. h. i^efundene) Funktiou von a?, 
W], . . ,, u„ mit den willkürlichen Konstanten 5], bj, . . 
ist, von wf'lclicn Konstanten aber keine blos addirt ist. Alsdann 
sind die Integralgleichungen von (C): 



ai. — ri» ai. — g6„ — '^"'1 



(E) 



wo ßi, . , weitere n willküriiclie Jvonstanten sind. 

Dabei sind die s mit den übrigen Grössen durch die (f) verbun- 
den; die « letzten Gleichungen (E) lösen übrigens unsere Aufgabe 
vollständig. Die n ersten, deren allgemeine Form 

dv _ dO 

können zn anderen Zwecken dienen. Wir haben nun den Beweis 
der Behauptung zu führen *). 

VI. Um dies tluin zu können bemerken wir, dass wenn ein 
Sjrslem von 2n Gleichungen 

Fl 0,^3 = 0, ...,jFi, = 0, . . . . (k) 

in dem 2n willkürliche Konstante vorkommen, als Integralqnstem 
von (C) gelten soll, die Gleichungen 

+ -^^4--.. + 4^?^=0, . . . . (k*) 

' dUi ÖZn CU„ 

WO tw = 1, 2, . . 2 >i, identisch erfüllt sein müssen, wenn man 
nötbigenfalls die willkürlichen Konstanten aus (k') mittelst (k) eli- 
minirt, oder auch die abhängigen Yeränderlichen u und e ersetzt. 
Denn aus den (k) folgt 

dFn, , dF^ du^_ dF^ dun , dF^ ägt_ 

dx dui dx ' " dUn dx dgi * * ' 

, dFm dMn _ ^ 



Man vergleiche meine „Integration der partiellen Differentialgleiehiia* 
gen** (Stattgarti Metzler), und zwar §. 9, Y., und §. 10, Y. 
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und da die Differentialquotienten der u und z dieselben sein müssen, 
wie in (C), wenn anders (k) ein Integralsystem jener Gleichungen 
ist, so erhält man (k% wobei eine vorg&ngige Elimination, wie vor- 
hin angegeben, nöthig sein kann. 

Umgekehrt aber auch, wenn das System (k) mit 2 n willkürlichen 
Eonstanten die Eigenschaft hat, dass die (k') identisch erfüllt sind, 
nöthigenfalls mit der angegebenen Elimination, so ist dasselbe das 
Integralsystem von (C). 

Denn aus (k) folgen (als ein System von Gleichungen zwischen 
2n -f- 1 Veränderlichen) nothwendig die (1), und da die (k') iden- 
tischerfüllt sind, so ergeben sich aus der Vt rhindung beider Systeme: 
(k') und (1) die (C). Dabei ist es ganz wohl zulässig, dass man in 
(1) die willkürlichen Konstanten mittebt der (k) eliminire*). (Ver- 
gleiche XL) 

Mit diesen Bemerkungen wenden wir uns zum eigentlichen Be- 
weise, den wir in zwei Abtheilungen führen. 

dV 

1. = Um ist eine Integralgleichung. 
Dazu gehört = ^ — g^^dasB 

d^v _ d^r dV d^v d w 

identisch erfüllt sei , wenn man nöthigenfalls die (E) nooh bennttt. 

Nun aber genflgt V identisch der (D); setzt* man also ß = V 
in diese Gleichung ein, so kann man sie dann partiell nach jeder 
darin vorkommenden Terinderliohen Ghrösse oder auch wiUkttrliohen 
Konstanten differenziren. 

dV 

Setzt man aber V für JS in W ein, und lasst dann ^ — z. A. 

durch 0m bezeichnet sein, so verwandelt sich W natürlich in die 
Funktion V. Di£ferenzirt man nun partiell nach «m, wobei also 
dV 

^ — durch ßt bezeichnet sei, so ist 



. *) Für weitere Untenachnngen in dieser Besiehnag verweise idi anf 
mdo Handbach der Differential- und Integralreehniuig. 
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c V 

und swar identisch, wenn nnr = - — , was auch BODst die 

cu, 

Bedeutung der u ist. Wenn man also aus den (Pi) die Veränderlicheu 
zieht, oder die Konstanten eliminirt, wo dann die n ersten (E) die 
uöthigen Beziehungen liefern, so ist {a) erfüllt, und der erste Theil 
unseres Beweises vollendet. 

8F 

2. -srr- = ist eine Integralgleichmig. 
Jetzt musB iF,a — — ß,A 

Bein. 

Dilferensirt man aher wie vorhin die (D)» nachdem s ersetii 
ist, nach hm» so ergieht sich 

+ • • • + 



dV 

welche Gleichung identisch ist, wenn nur = — • Ba dies aher 

der Fall ist, wenn man die (E) benutzt, so ist auch der zweite (und 
letzte) Theil unseres Beweises vollendet. 

YIL Es ist selhstrerständlich, dass man zur Integration des 
Systems (BOt um die es sich hauptsfichlich handelt , jeden anderen 
heliehigen Weg einschlagen kann, da ohndiin der hier hetretene 
nicht immer leicht zum Ziele führt. Es Iftsst sich nun aber, wenn 
man das eben genannte System durch irgend ein anderes Vei&farett 
mit 2» willkürlichen Eonstanten integrirt hat, aus dem Integral- 
system die Funktion F, von der wir so eben gehandelt haben, er- 
mitteln. 

Herstellung von F aus einem Integralsystem. 

VIII. Gesetzt, man habe in irgend einer Weise die Aufgabe 
gelöst, d. b. Ml,..., Un (?(/..., ti'„, Aj A,.) mit 2n willkürlichen 
Konstanten: Ci,..., c^,, bestimmt, so ist dadurch natürlich auch das 
Gleichung^system (C) integrirt, wenn dort die e nach(f) ausgedruckt 
sind. Man kann also ein System von 2 7i Gleichungen zwischen Xt 
Ui,...y u„f ßj,..., 0n mit den 2n willkürlichen Konstanten Cj,..., Ctu 
als bekannt ansehen , das die Gleichungen (G) integrirt. 
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Sei nun für den bestimmten Werth x=za (wo a Null sein mag, 
wenn dies angeht); 

«I =f*ii ««2 =f*2» • • M =f*n ; -e^i = Vi , jPa = '»'2, . . Ä'« = Vn , (m) 

00 kann man, wenn man m di<' so eben angeführten 2 w Gleichungen 
zu gleicher Zeit x = a und für die U und die Werths (m) ein- 
setsst, die Konstanten c duroh die /t , v ausdrücken. Daraus folgt, 
dass man die letzteren eben sowohl als die willkürlichen Eonstanten 
des Integralaystems ansehen kann, so dass die Jntegralgleiohungen 
durch 

(«t «1» *»» ^«1 f*li •••» f*m *'lf = 0, 

f» = 1, 2,.. 2n (mO 

dargestellt werden können. 

Hat ^ dieselbe Bedeutung wie iu den (U), so setze mau in 

«r_,,__,,__ (j,) 



die Werthe von u , ä aus (ni) ein , wodurch «ich dieselbe in eine 
Funktion von X (mit den ft, 1/) verwandelt. Alsdann bilde man das 
Integral 

Ä^yL^r^., — ^„—Jdo. . . (a) 

in dem nur a;, fi, V Torkommen, löse nun die (m') nach den 

Vi , . . Vfi auf und setze für die Vi, . . ., v„ die so erhaltenen Warthe 
in Si. Dann verwandelt sich dieses Integral in unsere 
Grösse V. Natürlich ist die Ermittelung des Integrals voraus- 
gegangen. Um dieses zu beweisen, haben wir zu zeigen, dass das 
so erhaltene V den (E) und auch der (D) genügt. 

IX. Sei der Werth, der aus Sl hervorgeht, wenn man die 
V in (kl angegebenen Weise ersetzt. Da man die (m*) benutzte bei 
der Bildung von Sl^ dies aber die Integralgleichungen von (C) sind, 

öo iüt auch 



wenn man natürlich immer wieder die a und u ersetzt denkt in X, 
f», V. Daraus folgt 
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88 §. 11. 3. £b Bind Bedingungsgleichuogen Yorhanden. 

^ ^ den dv^ ^ * dx dv„ ^ ^ " dv^ 



dui dzi , , dun de„ 

f\dZ\ ^ V,, , , 



di/m da; dvm dx dvp^ 

dUn de„ d dui , , d du„ 



dx dVfn dx dv„ ^ dx öv«, 

rfu, dZi dUn dgnl : 

a ^ 

Nun ist fftr = a nothwendig 

Denn ist 
so hat man 

— ft« = * («, f»», Vi,..., V«) — * («, «'A 

und es ergiebt sidi nnswe Behaaptung ab angenscheinlich richtig. 
Denmaeli 

dSl dut . du^ , dun 

OVm ÖVm ÖV«. 8Vm 

Dann 
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d^_d£ldvi_ . dSl dvn 

öii» ~~ dvi du» "* dVn du,n 
dui , , dun\ dvi 



(•■ 



dui , , _ du„\ dVn 




= #1 



( dui dvi dui dVn\ 



indem 



—2- =s 0, wenn s, m yerBchiedeii; ^ — = 1. 
öl*« öt*,„ 

Feiner wie oben 



= 1 



weil für « = a nothwendig 
wird. Also 

_8j^ öjßavi__j a^n 

4....+ + ?ü ?2i. 4.... 4. ^ ^\ 

Hier sind natürlicli die u als Funktionen der ft, letztere wie« 

der als durch ^ ^etzt, angesehen. Demnach ist 



du, , dug cvi , , du, dv„ du 



1 



und wenn man in u,, welche Grösse als Funktion von x, v 
mittelst der (m) ausgedrückt ist, die v wieder mittelst derselben 
Gleichungen ersetzt, so fidlen die (i, X aus und es bleibt einzig tf« 
stehen. Demnach ist 

duM 
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90 §. n. 8. £b sind Bedingongsgleichimgen Yorhandeu. 

imd folglich 

W.= -*' • ^'^ 

Aus (f), (s') folgt soloi t. dass Sl' die in (E) vorkommende Grösse 
Fist, wenn die dortigen b die jetzigen ft, die dortigen die jetzi- 
gen V Bind. 

X. Dann ist aber aaeh 

dSl' m j 

"3 — = ?F — j»! . . — - — und auch 

dx dßi dSn 

dSl' . dSl* dui , , dSV dUn 

ox cul dx diin dx 

dSV dUY . , dun . . 

= ä7-^* ^„ wegen (0, 

indem ja immer die u diesem Systeme pfenügeu. Dabei ist allerdings 
ein Ersetzen der g, v durch m , ^ noch zu denken. 
Aus diesen Gleichungen folgt sofort 

dx ~ ' 

und da hier em B'Ub (m'), also aus (£) zu ersetze ist, so ergiebt sich, 
dass dies die aus (D) folgende Gleichung ist, wenn man dort s durch 
Sl' ersetzt (und wo, wie in der Ordnung, nur ti, f( yorkommen). Da- 
mit ist nnswe Behauptung erwiesen. 

Beweis, dass (£) ein yoUständiges Integralsystem ist 

XI. Wir setzen yorans, es sei (DO eine yoUstandige >Lösnng 
yon (D), d. h. wenn man aus 

dx ~ dx' du, ~ cm/ dun ~ du„ ' ' yP) 
die willkürlichen KonKtanten bi, Z)„ eliminirt, muss die (D) zum 
Vorschein kommen. Biese Elimination ist aber nur möglich, wenn 
man aus den n letzten Gleichungen (p) die Grössen b dui'ch Xj u, 

^ ausdrücken kann. Dies also setzen wir hier yoraua. Um diese 

du 

Voraussetzung analytiscli zu formuliren, überlegen \vir, dass wenn 
bn aus den fraglichen Gleichungen gefunden werden soUen, 

dß 

dies eben heisst, es liessen sich diese Grössen als Funktionen yon -r- 

du 
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hei-Btellen, so dass wir offenbar die eben geforderte Auflösung als 
besonderen Fall einer allgemeineren Aufgabe erkennen, die heisst: 
Die Bedingung festzustellen, dass aus den n Gleichungen 



2 1 



(q) 



in denen die ip Funktionen der Grössen Pit . • sind, sich die y 
durch die v ausdi'ückon lassen. 

Nehmen wir dies einmal ein, so erscheinen die y als bestimmte 
Funktionen der v und man erhält aus den (q), wenn man nach 
differenzirt : 



1 



dpi dv, dijn dVs * 

w o alle zweiten Seiten Null sind , mit Ausnahme der s'*" Gleichung, 
in der die zweite Seite 1 ist. Sind nun die ?/ alle bestimmte Funk- 
tionen von Vy so müssen die DiflFerentiahiuotienten der y nach 
(s = 1, 2, .... 7i) eben solche sein, so dass also, wenn man die (q') 
nach den Diireientialquotienten auflöst, diese be^^timmte Werthe er- 
halten. Dies ist auch immer der Fall, wenn nicht 

dilf2 d 11^2 



dyn 



= 0 



(r) 



Diese Gleichung ist somit ganz gewiss nicht erfüllt, wenn die 
(q) sich nach den y auflösen lassen. 

Umgekehrt nun aber auch, wenn die (r) stattfindet, lassen sich 
die Differenz ialquotienten der y nach den v aus den (q) nicht findoi, 
und ist folglich eine Auflösung der (q) nach den y nicht möglich 
(d. h. eine Bestimmung der y als Funktionen der v)*). Da wir nun 



*) Also wenn (r) nicht stattfindet, moss eine Auflösung der (q) nach den 
9 möglich sein. Denn entweder ist sie möglich, oder nieht Ist sie nicht 
iiiügliLh, 80 kann man die DiÜ'erentialqnotienten such nicht bestimmen, und 

foli^lich muss (r) stattfinden. Da dies nun nicht der Fall ist, BO bt ttOtb- 
wendig die Voraussetzung (der Nichtauflösbarkeit) falsch. 
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92 §. 12. YeraDgemeiiiening der UnterBuchimgen 
annelimen, ans den n leisten Gleichungen (p) lassen sloh die h fin- 
den, so wird folglich ^ zss h, v =: die Gleichung 



?2V ?i2 TT" 


V r 








V 


dbidui ' dbidu» ' ' 

m 




• 









= 0 



nicht stattfinden. 

XII. Soll nun (E), bezüglich die n letzten Gleichungen jenes Sy- 
stems, ein Yollständiges Integralirystem von (G) sein, so müssen 
die Gleichungen sich nach Ui , lösen lassen. Dies ist ent- 
schieden der Fall, wenn nicht 

8«F 8«F 8»F 



8«F Ö*F 



8>F 



=r 0 



ist. Da diese Gleichung aber mit (r') bekanntlich zusammenfällt, so 
ist damit auch die Möglichkeit der Auflösung, also unsere Behaup- 
tung, erwiesen. 



§. 12. 

Veraligemeinerong der Unter Bodiungen der früheren 

Abschnitte« 

L Sei y als Funktion von a; so zn beetimmen , dass 

a 

ein M. M. wird, wobei etwa noch Bedingungen wie die (b) in §. 8,1. 

gegeben sein können, wenn die dortigen Fi, JFjii«" Funktionen von 

dy d"« , ,. , . r, , . 1 
»I ^ , • • ^ (™ Mhol>»ger Zahl) sind. 

Die vorgelegte Aufgabe fällt zusammen mit der in §. 11, I. ge- 
stellten, wenn wir setzen 
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wodurch dann die Grösse (a) zu 



6 

ß 



f(x,Ui,Ui,...,Un,nfn)dx (a*) 



a 



wird. Dabei aber hat man noch featsnstenen, dass 

dui dU9 dVn—l 

U"^' dx 

damit wirklich aus Ui — y sofort alle übrigen Beziehungen folgen. 
Diese Gleichimgeu können wir auch schreiben 

Wi' — ttj = 0, Ma' — % = 0, . . ., — II» = 0, (b) 

und dieselben vertreten nun die (b) in §. 11, 1. (r == n — 1). 
Daraus folgt (§. 11, m.), dass man die Grösse 

/*[/+ A, K - «,) H- . . . + («'^1 - I*,)] dx . . (a'O 

a 

nach den Yorschrifben in §. 10, II. zu behandeln habe, wodurch sich 
die Gleichungen: 

8f*,""l]r"""* 8«j ST"" •••• 

^-;i^«^A-=o.3^^A,^,^A^^O (c) 

ergeben. Ehminirt man hieraus A^, A], . . so folgt 

8f#i dx dUi dx^ dut * — dflB* ö«»' ' 
oder in den früheren Zeichen: 

Dies ist in der herkömmlichen Theorie die Gleichung, welche 
ff bestimmt. Die Integration dieser Gleichung führt im Allgemeinen 
2n willkürliche Konstanten ein (§. 11, IV.). 

Grenz gl eichun gen« 
n. Liegt die allgemeinere Aufgabe vor, die Grösse 
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zu einem M. M. zu machen, so ist die Bestimmung von y dieselbe 
wie in T. (d. Ii. die Uestimniuiig der ?(). Daun tritt noch, wenn Cxt**.t 
c%n die willkürlichen Konstanten sind, die Aufgabe hinzu 

nach Xi , x-2, e za difoenzireii (vergL §. 7 , YIII.; §. 9 , XIY. and 
§. 11, HL Note). 

Wegen der (b) ist (wenn / weder Xi noch enthält) 

BO dass hier die X ganz wegfallen. Bann ist, wenn die GröBse unter dem 
Integralzeichen 0 hosst nnd e eine der fotegrationakonBtanten ist: 

de J [dui de Ö«t de Ö«» de 8fii' 8c 

d. h. (§. 7, Vm.) wegen der (B) in §. 11, ü.: 
Nun ist 

ao__.,d0_- 80 _ , 80 _ 8/ 
8V — 8tt'«-i ~" ö^J? - .aw* 

so dass 

7ü A*' "äT + 87 +•••+ ^ -er- + 8lc ärj^'^ 



Aber mi (e) fdgi 



1 —^-L^f 
~ 8«, d« 857' 



^ » 



1» 



* ~ 8«, da? 81«, - <j«^» 8«»'* 
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BO cUmb 

ac \ö«8 c?« 01*4 ^ <ia^-2 gji^y 



(0 



at<„-i /d£ _ d_ df\ 

de \dun dx dun'j 



ist. In den anderen Zeichen: 



^ _ y _ £ 8/ . . 8/ \ 

de~ Idc \d^/ da "t-'-X 

de \dy" dx dy^') -t'''^ ^^„-2 

aj^^i 

Dies ist die YeraUgemeinening der Formeln in §. 7, YHL Dabei ist 
▼orausgesetzt, dass die Grenzwerthe der « in f nicht vor- 
kommen, nnd zu beachten, dasa die „Grenzgleichnngen'' nidit y^*' 
enthalten dürfen (§. 10, IIL; §. 6, L Noten). 

Besondere Fälle für die Gleichung (F). 
m. Hat die Funktion f die Form fp + wo 9, ^ die 

dsg^ 



d^ff 

Grösse (= y^"^) nicht enthalten, so ist 



df _ 

und also wird in (F) der höchste DifFerentialquotient nicht der von 
der Ordnung 2 n sein. In diesem Falle ist (F) nur von der Ordnung 
2n — 2. Denn die zwei letzten Glieder heissen 
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d^-^ cf _ d^^_ ä^^' r cf d_ cf 1 

~ daf-i LdyO.-w dy ^ ay<— *^ ^ J 

und der bocbste darin vorkoinmende Differentialqnotient ist y('"~~^; 
da dann aucli in den früheren Oliedem kein hölietrer vorkommt, so 
ist nneere Behauptung erwiesen (§. 3, Y.). 

hl diesem Falle treten in die Integndgleichnng nnr 2n — 2 
Konstanten ein, und es wird also für den Fall ÜBsterC^enzen (I.) die 
Aufgabe im Allgemeinen nicht lösbar weäji, da die Grenzwerthe von 

dy d^^^y 

tti, M], . . . «K, d. h. y, ^***M ^g^-v ^ g^g^^^A 

sind, während nur 2n — 2 Grössen bestimmt werden müssen. Das- 
selbe gilt auch für die nicht festen Grenzen (II.) , da hier immer die 
Dinge so liegen müssen, dass wenn man Xi^ % als gegeben ansieht, 
auch Ulf . . u„ gegeben sind. 

lY. Sind in f die Grössen y» y', . . *, y^*"^ nicht enthalten, so 
heisst die (F): 



d^^+i 8y(«»+i) d^+* Öy^w+ä) ' — d«" oy^"^ 
und liefert sofort 

Für M = 0, d. h. wenn y nicht in f enthalten ist, hat man 

9/ d 0/ . d-» 8/ _ ^ 



V. Enthält f die Grösse X nicht entwickelt, so ist 

das 8y ^ ^ ' ^ ^ 8*'»> ' 
also wenn man hieraus ^ zieht, die (F) mit y multiplizirt und 
den Worth der vorhin bestimmten Grösse einsetzt : 



± y t;:; 5:357 = ^• 
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der früheren Abschnitte. 97 
Aber ^ -^ = ^^{y 

m 

so dass ' 

„ df 0/ _ _ ^^1) _ ' A ^ , df 



^[tjinyJZ^ ur— 

I 

und folglich die (F): 

oder auch ($. 3, YIL) : 

^ Ui/'' da; ayt») '""^ da;»-« gi/(«)J 

— = a 

ayt»> 

VI. Ist 

8/ d df ■. , df . , . . , „ „ 
ä;-d^äF"^**-^ä?ö ^'»M, 

80 ist (a) oder (d) unmittelbar integiirbar und die Aufgabe gehM 
nicht dem Gebiete der Yariationarechnung an (§. 22, IIL). 

Wäre die Torhin genannte Ghrösse einer Konstanten gleich, so 
wSre die Au^be unlöBbar. 

Di«a e t r , Yariationwoohnaiie. 7 
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§. 13. 

Allgemetnrt» Vorm fOr den Vall sweler abbSnglg 

VeränderlicheUi 

Wenn auch die Darstellung in §. 10 und 11 alle Fälle umfasst, 
so maff es doch gerathen sein, wie schon in §.12 geschehen, gewisso 
besondere Fülle, die immerhin auch allgemeiner Natur sind, auch 
noch besonders hervorzuheben. Wir wühlen hier dazu die Aufgabe, 
da zwei Funktionen, y und von x so sollen bestimmt werden» dass 

ein M. M. werde. Dabei müssen wir zwei wesentliche Fälle unter- 
scheiden. 

1. £s besteht zwischen jf nnd jb keine Gleichung. 

L Jetzt ibt in §. 11 : 

dif d'*~^y dg 



die dortigen (b): 



ttl = tts, «a = Ms, . . M„-i = M„; Un-\.L = M»+a, «<»+2 = «»+«, 

also r ^ n "{^ m — 2. Die dortige (d): 

l«fi— f «»+m, <i ^1 («i — Ma) H h ^n-i«-i — «0 

+ K+i — «»+2) H h («»+«,-1 — «»+«.); 

die (BO: 



1 



0» 57 ~ X: «TT = 



da? ' 8«„ ^* dx dii 
^ =- 0 — ii, _ ^^"^ = 0 ... 

da; Öu«+,„ dajaii;+« — " 

Hieraus folgt, wemi man die u ersetzt: 
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dy dx dl/ dx^ öy" "—dx'' 8?/<"> 
d/_d_d^ dld£_ . d^ df _ 
dß dx de* dx^ d/' '*—dx^ a«f«> ~" ^' 
ans welchen zwei Gleichungen e folgen (mit 2« -f- 2 m willkür- 
lichen Konstanten). Aach das in §. 12, II. gefundene Resultat läset 
sich hier leicht herstellen. 

2. Es besteht zwischen y und b eine Gleichung. 

IL Sei nun aber 

(dy (l^y de d'e\ ■ . 

die Gleichung, welche zwischen y und 8 stattfindet, wo es nicht 
gegen die Möglichkeit der Auflösung Verstössen würde, dass etwa 
r ^ n, s !> m sei. 

In diesem Falle werden wir die (b) eben als eine neue Bedin- 
gungsgleichung im Sinne des §. 11, I. behandeln. Um uns aber die 
Auflösung gehörig zurecht zu legen, wollen wir, wenn V eine noch 
unbekannte Funktion von x ist, zuerst 

f v(p z= (c) 

setzen, wo nun t/j eine Funktion von a", y, e und deren Differeutial- 
quotienten ist. Der höchste iu i/' vorkommende Difierentiniquotient 
von y sei der pie^ der höchste von e def (wo = n oder r ist, 
g =r m oder s). 

Dann hat man die Auflösung in L, wenn man ^ p &x 
g für m setzt» Demgemftss sind y, v zu bestimmen aus (b) und 

Zy . 57 ^ —dißf 8y^p> ~~ 

dg dxWP'^*'*—dx^di^y "~ 

Soll die Zahl der eintretenden willkürlichen Konstanten 2 {p ^ q) 
sein (nach §.11, IT.) , so muss einer der höchsten Diti'erentiult^uo- 
tieuten in <p vorkommen. 

Die (h) in §. 11 sind nämlich hier, da »i, . . ., Up^^ einge- 
führt sind: 

also wenn man 

7* 
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100 §. 13. Allgemeinste Form für den Fall 

0 —f .\- vcp -\- Xi {u[ — w.,) H 4- Xp_i —Up) 

setzt (wo ip durch v Tertreten ist), und ßi, , . jr^^-g einfuhrt aus 

so hat man hieraus t^-i-ft ^i« ««m anezudrücken. 

Kon kommt in f vij^ s= if an Differentialqnotienten der u nur 
t(p', Up^q Yor; demnach' heissen diep -)- g Gleichimgen, welche die 
g hestimmai: 

- ^ , 

Da in den übrigen (ansser der letzten) u/, tf^^., nicht vorkommen, 
80 müssen also Up%' Up+g, v aus 

bestimmt werden. Enthält nun q> weder Up noch t^p-f^, so ist diese 
Bestimmung, da V nicht in tp Yorkommt, unmöglich, und damit auch 
die Keduktion auf die Form in §.11, IV., womit dann natürlich 
auch die weitereu Folgerungen wegfallen. 

Würdeu übrif^ens in den beiden ersten (d) Up , thatsäch- 
lich nicht vorkommen (§. 12; so wäre die Auflösung (d. h. Be- 

stimmung dieser Grössen) ebenfalls unmöglich. 

IIL Kommt nun aber keiner der höchsten Differentialquo- 
tienten von y oder m (Up'j 1^+«) ^ ^'^^^ so dass also n ]> r, 
f)i >> s (p — n, q = m) ist, so gilt wohl Alles, was wir hinsicht- 
lich der Bildung der (H) gesagt; die Anzahl der eintretenden wül- 
kürlichen Konstanten ist aber nicht 2 (n + w). 

Man kann sich in diesem Falle nun dadurch helfen, dass man 
2^+^, tT"^^) " *> 2^^"^ durch Differendrung aus (b) zieht und in f ein- 
setzt, wodurch der höchste Grad in dieser Funktion: Ton y der rtOt 
Yon ß der fute oder 8 n — rte ist. Dann enthält ^ nur diese 
Grade iind q> enthält einen der höchsten Differentialquotienien. 

Die Anzahl der eintretenden willkürlichen Konstanten ist 2 (r + m) 
oder 2 (r + 8 -f- m — r) s= 2 (s -|- n), und zwar ist die grössere 
dieser Zahlen zu wählen. • 

Man kann aber auch eben so 11^*+^^, . • wegschaffen und 

dann ist der höchste Grad in if: Yon 0 der ste, Yon y der nte oder 
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r -j- »» — sie. Die Zahl der eintreteuden Kuustaiiteu ist 2 (?i s) 
oder 2 (r -|- M — s -f- s) = 2 (r -|- und zwar ist die grössere 
dieser Zahlen zu wühlen. 

Es ist selbstverständlich, dass die Verbindung der (H) und (b) 
in beiden allen dasselbe geben muss. 

rV". Man kann hiernach allgemein aussprechen: 
Ist bei dem vorgelegten I*rul)lejiie nach den Vorschrillen in II. 
verfahren worden, d. h. hat mau die (II) und (b) zur Bestimmung 
von y, z benutzt , so ist die Auzahl der durch Integration eintre- 
tenden willküi'licheu Konstanten die grösste der Zahlen 

2(»4-s), 2(r + »t), 2(r + s). 

y. Wir heben nur noch besonders den Fall heraus, da 9 keinen 
Differentialquotienten enthält. Da jetzt r und s Null sind, so ist 
die Anzahl der eintretenden Konstanten die grössere der zweiZableu 
2n, 2 m. 

Die (H) heissen 
woTBiifl sofort: 

1-9/ _ rf^ a/ öqp 

""La* dajay a*Hay • • • w 

als Gleichung folgt, die mit 

9 = 0 

zu verbinden ist. 

Dies mag für die Betrachtung der Eiuzellälle genügen. 
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Vierter Abschnitt. 

Entscheidung, ob Maximum oder Minimum^). 

§. 14. 

FeststeUuns der Auljsabe. 

I. Wir knüpfen einÜBush an die Untersuchangen des §. 11 an, 
da sie ganz allgemein sind, und wir werden setzen 

O ~ J/ f 9i -h • • • + '^r qPr, . . . . . • (a) 
femer das Integral 



(b) 



ZU eiuem M. M. inaehoii , indem wir Mj , . . . , aus den dortigen 
(B') bestimmen; nötlii^fnlalls werden wir aucli nach sj. 11, V. ver- 
lahicii, und dann sollen dieselben Zeichen auch dieselbe Sache be- 
zeichnen. Sonacli wertleu , wenn wir dies benutzen, Z, W, 'i**, F» 
6, ß die ihnen in §.11, V. ziikonunende IJedi'utung liaben. 

Wenn wir statt des Intci^rals (a) in {^.11 das obige J betrach- 
ten, 80 macht dies, da wir iiiinier die IJedingungsgleichungeu (b) 
a. a. 0. beachten, oti'enbar keiueu Unterschied, ist aber für unsere 
Untersuchung bei^uemer. 

Es ist (§. 11, IL) 

ÖJ = f (WiÖu^ + • • • + '^«ö«,) dx =J^d0dx, 



*) Man vergleiche die zwei wichtigeu Abhaudiungeu vou Clcbäch im 
55. and 56. Bande des Crelle'seben Joornals. 
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§. 14. Feststellung der Aufgabe. 103 

vobei das Zeieben S eine DiffBrenzlrang nach s und nadiberiges 
Einsetzen toh KqU für s bezeichnet (§. 3). Dabei ist zu beaehten, 
dasB nnr unter derYoraussetzuiig fester Grenswerthe alle diese drei 
Ausdrücke gleich sind. 
Daraus folgt dann 

+ -f 9»;d«l*«] rf«. 

Da man aber hier die gef undo nen Wertlie der u einsetzen soll, 

so ist wegen der (B) in §. 11, II.: 

b 



a 



Dies kommt ganz offenbar darauf binaus, dass man die zweiten 
Variationen der u (S-iii, Ö^Un) vernacblüssigeu darf. Dies be- 
achtet, ist es uns beijuemer 

dV= y d^Odx 

a 

ZU setzen (wo also in 9*0 jedenfalls die zweiten Variationen der u 
wegfallen"'). Hierbei ist 

öu, + + Su.) 



*) Dabei ist immerhin za beachten, dass und ^V^dui 

(9*Pndun noeh nicht identisdi tind, wenn man auch (f>v ^eglisst. Allein 
die Glieder, um welche de verschieden sind, Man — bei festen Grena- 
werthen — > liull ans. 
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In BjrmboliBoher Fonn: 

IL Setzen wir für künftig, nachdem man die gefnnd'enen 
Werthe der « eingesetst: 



(c) 



und 2 r = fli,i y« -|- Oa.z y| H + «mn y«* 

+ 2(fli,2 yi2/2 + «1,3 2/1 2/3 + ... + «l,n 2/« 
+ «l',3 Vi t/3 + 4- 02,« 2/2 2/» 

+ 23/1' (61,1 jfi 4 + bn,i y„) 

+ 2y,'(6,,jyi H + 6msjf«) 

' + 2y„' (6,,,?/, H + 

+ (2/i')-^ + Ci,2 (2/2')- 4- • • • + c«,n 

H- 2 (ci,2 2// 2/2' 4- ^1,3 3/1' y/ 4- • • • + iji' 

^ ! +««-i,»iri-iJfii') 

+ 2 jPi (i>i,i jfi + jpi.« -I h Iii.» 

4- «1,1 y/ 4- ffi,a yi' +••• 4- «i,« y«0 

4- 2jP2 yi + i?2,2 H h i^2,,, 2/n 

4- ä2,i yi'4- 3a,a y/ + 4- ä«,« ynO 

4- 2<r^ iprA Vi 4- y» +••• + IV.» y« 

4- ffr.i y/ + ffr.a y^'4- — 4- flr.nynO, 

wo nun y, keinerlei Beziehung zu früheren Zeichen haben sollen, 
dabei aber immerhin als Funktionen von x gedacht werden und 
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Der Werth von d'<P ist dann obiger Werth von 2 1*, wenn 
man darin ö u für y und 0 = 0 setzt. 

Haben wir nöthig, für ^, /s andere Grössen zu setzen, so woUen 
wir P df , jv) statt T setzen. Damach wäre 

0^9 SS 2 T (du, 0). 

Die Integration 4er Gleichungen (B^ des §.11 fiOhrt, wenn wir 
den allgemeinen Fall im Ange behalten, 2 » willkürliche Konstanten 
ein, die im Folgenden durch 

, }h, . . Ihn (d) 

bezeichnet sein sollen (die Z), /3 in §, 1 1 , V. , wenn man nach der 
dortigen Weise verfäln t). Wir dürfen also die u als Funktionen von 
iP und den h ansehen. 

Nun werden wir Tganz vorzugsweise fttr den Fallen betrachten 
haben, da 

und unter dieser Annahme soll durch 0 bezeichnet sein, so dass 

Dabei ist h irgend eine der Konstanten (d). Sollte es nöthig werden, 
eine besonders hervorzuheliBn, so werden wir einen Zeiger an B 
setzen, so dass also 

^=-(Ä.S--.*.=-(Ä.£> 

Dabei ist natürlich n die Anzahl der ti, dagegen r die der X (§. 11). 

• Differentialgleichungen für die ®. 

III. Die Gleichitneen (B') des §• H , IV. sind identisch erfüllt, 
weMi mau für die u und k die durcli Integration gefundenen Werthe 
einsetzt. Denkt man dies getlian , so kann man dann jede dieser 
Gleichungen etwa nach jeder der Konstanten (d) differenziren. 

Dadnrdi wird die 

80 _ £. ^ — 0 
dug dx du/ 

geben: 
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8Ai d r dui diin 

+ "'«^ "öÄ + + öÄ + ^^'^ äi" + + 8Ä P 

cL h. wenn wir dia Bezeichnnng in IL beachten: 

C IC 

wo zur AbkÜTzong y = ^ gesetst ist. Da ^=5 1, 2, n sein 

kann, so ist also 

oder wenn man etwas weitläufigere Bezeiehnung braucht: 
80 ig 80 _^ 00 d g0 _^ 



^dh ^Th ^Th ^8F 

Die erste Bezeiclmung hat die Abkürzung (e) zur Voraussetzung. 

Aus den (b) iii §. 1 1 1 I. (die ebenfalls ideutisch erfüllt sein 
müssen) folgt: 

d. h. 

8jer« dh 

Demnach : 

oder in weitläufigerer Bezeichnung 

80 80 

= 0,..., fti =0 (g) 



_8X, 8A, 
^ 8Ä ^ 8F 



während wie immer die X alg von den « unabhängig angesehen sind. 
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Natürlich gelten (f) und (g) für // Ihn, so dass man 

an die 6) nocli die Zeiger 1 bis 2n anbringen kann. Wir werden 
die Bezf ichmintron (f), '(g) in der Regel brauchen, da (") statt schon 
an die wiikliche Bedeutung erinnert. 

IV. Lassen wir in den (f) und (g) die Zeichen y, z (mit den 
angegebenen Ijcdeutiiugcn) «tchen, t^o sind die.selbeu ein System von 
n -f- *" gleichzeitigen Diflerentialglcichungen zwit^clien den 3/1 , ... , 
?/„, Z\, . . Zr und X. (Dabei beachtend, daus die a, 6, c,^), 3 
Funktionen von x sind.) 

Denselben wird natürlich genügt für 

^tt 8X 

8ä' 

Da aber 

lineare Funktionen der » sind, wie dies sofort aus IL herrorgeht, 
so genügt man den (f) und (g) anch noch, wenn man 

^ du , ^ du , du ] ' 

setst, wo 0| , . . . ; C%n willkürliche Eonstanten sind. Dabei sind die 
y der Anzahl nach n, die ß der Anzahl nach r, nnd also 

Das System der n -\- r glcM(:hzeitigen Gleichungen (h) kann als 
das allgemeine Integralsystem der (f) und (g) angesehen werden*). 

Wir wollen nun endlich in 2' tlie (Jrosscu ?/ und ^ durch die 
"Werthe (h) ersetzen [wo C'i, . . Ca« difsellx-ii Koustiinten bleiben^ 
was auch in (b') der Zeiger s mm] , und unter dieser Annahme 2^ 
durch r bezeichnen , so dass also 

r=r(c.|^ + ... + <^.^. c.|i + ... + c^..^) (i) 

*) Die {() und (g) sind dci An uach wie die (Ii') in §. 11 beschatVen, 
wenn man in letsteren u jdurcli >/, X durch z ersetzt denkt, da dieOrduungeo 
der Diffeiensirangen gleich hoch sind. Demhalb enthaltra die Integrale der 
und (g) ebenfUb 2n willkürliche Komtaaten. 
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wo nun allerdings an P keine Zeiger mehr nöthig sind, wie an &» 
Wegen der (f) und (g) ist 



wo y, durch (h) oder (h') erklärt sind (m, A die Werths in §. 11). 

Wir werden im Folgenden unter y, e immer die Grössen (h') 
verstehen , und auch F wird die Bedeutung (i) hehalten. ' Dabei fallt 
natiirlich i^mit r zusammen, wenn man die Zeichen g in ersterer 

Grösse einführt. 

Die Konstanten, C sind willkürlich. Wählt man dieses oder 
jenes System solcher Konstanten, so nehmen y und z in (h') andere 
Werthe an, und wir werden uns zunächst mit den Eigenschaften 
solcher verschiedenen Werthe beschäftigen. 



15. 

GmndeSgeiiBOshalt der Werfhsysteme der ff, », 

m 

L Legen wir den Konstanten 0 in Qu') bestimmte Werthe bei, 
dann zweitens andere Werthe, so erhalten wir dadurch zweierlei 
Systeme von Einaelwerthen derselben. Damit ergeben sidh dann 
auch zweierlei Systeme der Werthe yon jf, M. Wir bezeichnen die- 
selben durch 

J/l,«} 3/2, «j • • ^1,«» ^2,«i • • «1 "^r,«» I 

yi,ß, y2,/s, . . yn,ß, ^i,,**, ^2,^^, • • ^r,[i,l 

wo durch die zwei an y, z angehiÄgten Zeiger wohl eine Verwir- 
rung nicht entstehen kann , indem der erste Zeiger die seitherige 
Bedeutung hat, der zweite meint, mau habe ein bestimmtes System 
von Wertheu der (' gewählt. 

Setzt man in -T das eine oder das andere System der ^, so 
wollen wir auch hier die Zeiu^er a, ^ anhängen. 

Aus der Form von 1\ d. h. ißt sofort klar, dass die Grösse 

y^'« '^:zr' ' r ^«'« "t y«»« t 1- s^«, « ^ttt 

+ ^i.«^7"^ ^ "^TT 

001, ß GXryß 

denselben Werth behält, wenn man die Zeiger a und ß vertauscht 
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Wegen der r letzten Gleichungen (k) fallen die letzten Glieder 
weg; wegen der n ersten (k) sind die übrigen: 



so dass also 



und folglich 

wo E eine Konstante (nach a;) ist. Diese Gleichung drückt die 
gesuchte Gnindeigenschaft aus. 

Wir betrachten nun n einzelne Systeme der Werthe Oi,..., Ca«, 
so dass also a, ß in (b) nur die Werthe 1 , 2, . . . , n haben. Na- 
türlich ist für a = ß die zweite Seite der (b) Xull. Dass wir ge- 
rade « solclier Systeme herausnehmen, ist eine Sache des Beliebens; 
die Anzahl aller Konstanten ist dann 2 w'^. 

Was die Konstante E l^etrifTt, so hängt sie natürlich mit den 0 
zusammen. Legt man ihr einen bestimmten Werth, etwa Null, bei, 
so bat man dadurch eine beRtinimte Beziehung zwischen den 4fl in 
(b) eingehenden Konstanten festgestellt 

Besondere Systeme, für die E = 0, 

IL Wir wollen n onzelne Systeme der , . . . , C^a uns den- 
ken (« die Werthe 1, . . n beilegen), sodann Grössen 

Wr,,(r = 1, 2, . . ., n; s = 1, 2, . . ., n) 
flo bestinimen, dass 

= Wijifuu + K^,ays,« -I h 



m 



. . (0) 



so liegt (a = 1, 2, . . n), da die Anzahl dieser Gleichungen aneh 
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ist, dem kein Ilinderniss im Wege. Natürlich ist die (b) immer 
für alle Systeme erfüllt. 

Gesetzt nun nlier, die in (c) verwendeten n Systeme sollen die 
EigePBchftft haben, dass je die Eonstante E in (b) Null wird (wenn 
man zwei dieser Systeme benutzt). Seist man die (c) in (b) ein, 
so ist etwa 

SA BFä 

= yi,« («Pi.i y\,ß -f • • • + ^,nyn,ß) + • • • 

in welcher Grösse sich das allgemeine Glied als 

«'r,* VrM y^ß 

darstellen lässt, wenn man r, » alle Werthe von 1 bis i» beilegt. 
Demnach ist die Grösse selbst 

Natürlich ist ebenso: 

Soll also in (b) ^ = 0 sein, so muss 

d.lL 



Vi* 



(yr/» — ifr^y^Ct) = 0 (a) 

r=l 5=1 

sein. Hier bleiben nur Glieder stehen, in denen r und S verscbiedeu 
sind. Zu jeder Verl)indung /n, v von r,fi gehört eine andere v, f*. 
Dann sind die betreffenden Glieder: 

Daraus folg^ dass die (a) auch heisst: 



-wenn man für r,8 alle Werthe von 1 bis n wählt, aber dieselbe 
Verbindung nicht wiederholt* 

^(n — X) 

Die Gleichung («') besteht hiernach aus — j— g Gliedern. 
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Solcher Gleichungen aber wie (ceO giebt es, we&n man die Zahleu 
a,/J alle Warthe von 1 bis n durchlaufen lässt, und gleiche Werthe, 
so wie schon da gewesene Verbindungen ausschliesst, ebenfalls 

"" i^ o ^ ^ eigenthümliolien Fomi, dft nämlich die aweiten 

Seiten Null sind, uud die ersten in allen Gliedern dieselben Facto- 
jen Wf.^, — w,,r habien, folgt sofort, dass 

«V,* = «»«.r 

sein wird. 

"Wenn also die in (c) gewählten Systeme derart sind, dass in 
(b) E = 0 ist, wenn mau je zwei dieser Systeme einsetzt, so findet 
nothwendip: die (c') statt. 

Umgekehrt geht aber aus unserer Darstellung wohl auch sofort 
hervor, dass wenn die w der Bedingung (c') genügen, durch die (c) 
auch die (b) mit E — 0 erfüllt ist (wie man sich nöthigenfalls 
durch unmittelbares Einsetzen überzeugen könnte). 

Andere Beziehungen für die 19. 

III. Aus den (k) in §. 14, IV. folgt: 
g^=-^ 2/1,« + • • • + 2/«.*t + y^a -f • • • + «f,,« ^;,« 

(d) 

+- + ^«^^ + t^MSÄ.« + ••• + ^n,ny'n,a 

Diese Gleichlingen, in Verbindimg mit (c), könnten zur Bestimm 
mnng der w dienon; vnter wirft man dieselben dann den Bedingun- 
gen (cO, so hat man ingleich diejenigen Systeme charaktenBurt, für 
die JE? = 0 ist 

Elimination der y nnd g. 

IV. Aus (c) und (d) lassen sich nun Gleichungen bilden, in 
denen y^e weggefallen sind. Zu dem Ende wollen wir Grössen 
^1^2» . • bestimmen so, dass 

= + 01^2/2,« +••• + Öi.«y«,a 



•••(•) 



"11,1 »1,11 I "II,!! jrS,flS I I "X,H7«,a 

wo natürlich y die Bedentang in (h) des §. 14, IV. hat, und a von 
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1 bis n gellt. Diese Bestimmang unterliegt begreiflich keinerlei 
Beanstandung. 

Dann wollen wir nr Grössen If«,« bestimmen so, da» " 

WO m s= 1, 2, . . r. Katfirlich unterliegt avch diese Besfammniig 
keinerlei Beanstandong. 

y. Berücksichtigt man die Bedeutnng von lo heust die 
s-te Gleichung (o): 

= ^1.« yi,a 4- • • • H- ?>n,* 3/«,« 4- yla 

4 y»fi + ^i^aift 4 h *r,« flr.i; 

eben so die a-te (d): 



> . 



4- ^t^y'n^a = öl,* 2/i,a 4" ' * * 4" (hi^ttn^ 4" ^^«.l SÄ,« 
4- • • • 4- hg^yfn^ 4- Pl^fUu +'**4-Pr,f^,«. 

Führt man die Werthe (e), (e') ein, so nimmt (y) die Form 

Bi^sUiA 4 h Bn^Vm^ = 0 (a s= 1,2, ...,») . . • (d) 

an, so dass man nun solcher Gleichungen, da auch a die Werthe 
1, . . ., n durchläuft, ihrer hat. Daraus folgt bei der besonderen 
Form (IL), dass die B Null sein müssen. (Man wird bei festem s 
zuerst a — 1,2, . . ., n setzen und aus diesen Gleichungen schlies- 
sen: J^i,, = 0, . . ., J?„,5 = 0). 

Beachtet man die Werthe der Bt so hat man (s = 1, 2, . . »): 



«•4 = 4- 4- • • • 4- ^ 4- ^^QMhtMi^t 



m— 1 



Gana ebenso folgt ans 



• (0 
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dx 



> • 



dx 



H- 4 \rWs^ 6n,n 



'■ Ctn,, + h,\ Öl,, + • • • 



YI. Die 8-te der leisten Gleichangen (k) heiast: 

i»*,iyi.« -I — +j>My-^ + ÄM^M + + = 0. 

Fflhit man hier die (e) ein, bo nehmen diese Gleichangen aber- 
mals die m y. bsfeits erhaltene Form (d) an, woraus Dasselbe ge< 
schlössen wird. Man hat folglich: * 

: «= 1,2, . . r . (g) 

Aus den (f), (g), welche der Zahl nach -(- sind, lassen 
sich die ö, 3f, welche der Zahl nach eben so viele sind, bestimmen ; 
setzt man sie dann in (f) ein, so hat man Differentialgleichungen 
zur BestimmunfT der to. 

Von der Beziehung (c') haben wir in IV. bis VI. nicht aus- 
drücklich Gebrauch gemacht. Unterw'erfen wir die w jener Bedin- 
gung, so werden die so erhaltenen w dann <5,M geben und man 
wird aus (e) die Systeme y ziehen, die E = 0 geben*). Doch ist 
diese AuÜBUohttng keineswegs unser Zweck. 



*) Denkt man die n Systeme der jr nnd welche den (k) genügen and 
zugleich in (b) £ = 0 machen, bestimmt, setzt diese in (e) und (e') ein und 
bestimmt daraus die a und 3/, so geben die (f) die w. Da die ursprüngliche 
Zahl der Konstanten 2 ist, durch die Bedingung, dass E — 0^ aber 

* Besiehongen «wischen denselben gegeben siad| so bleiben aar 

TS 

3 ti^ I ,1 

noch willkürliche Koustanten in den übrig. So viele treten 

tibw aiohfe in die to ein, da die (f) Differensialgleiebiuigen erster Ordnnng 

n (n H- 1) 



der Zahl dach 



geben, wenn man (</) ber&ckslehtigt. Bs hingt 



dies damit snsaauneay dass bei der Anflösnng der (e) und (e') die 



3»* + n 



wfllknrliehen Konstanten sich derart komblnireni dass tha tt iel i Meh nur 
Dl6ac«x, YatlalioBUMbBiing. g 
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114 §. lö. Gnmdeigenschait der Werthsysteme der m. 

Wir bemerken nur noch, dass wenn für einen Werth von s alle 
Q.$,m Null wären, die (g) auch p,,^ Null liefern würden, was ofifenbar 
unzulässig ist. Aber es ist auch nur dann q^,^\ — q^^ = "' — Qi,n 
Null, wenn 9), keinen der DiÖerentialquotienten von u enthält. Die- 
sen Fall Bcbliessen wir also hier notbwendig aus 16, YL). 

BifferentialgleichuQgen für die to, 

VII. Es Ifisat Bieh das System der Differentialgloiohimgen fOr 
die' «r, von dem so eben die Bede war, onschwer liersteUeii. 

Wir BcbreibeD sa dem Ende die Gleichimgen (f ) in folgender 
Fenn: 

Kfji -f ^1,1 Ci^ + • • • + <fn,l Cn,fi + S 9.m^ ^l,m = 

+ + • * • + ^ihnCn^ + ^2^m^ «Mihi» = «^i,»» 

WO f» = 1, 2, . . ., 1k Die s-te dieser Gleichungen heisst: 

wo nnn aneh 8 = 1,2, . . fi^ Da man also hieraus das gapae 
System (f) erli&lt, wenn man B nnd aüe WerÜhe Ton 1 bis fi 
duroUanfen Iftsst, so folgt sofort, dass man die (f) aneh schreiben 
kann: 

WO s =s 1,2 . . Beaehien wir nunmehr die (at); mnltipli- 
liren die (fi) beaflglififa mit tfi,«, ^a^w «i ^it addiren sie und snb- 
trahiren die Summe Ton der f-ten der Ol^öhnngen (f)» se er- 
giebt sieh: 

— (Cl,l '{'*'"h^^n^^ht)+ ^Pm^^tm 



* ^ .bleÜMo, immer PstäiHch unter der ToraoBMlraiig, dam E ssz 0 

tat iSr die beauteten CfTSteme. Die (e), {tf), (1^ mit der Bedingang («0 
ersetzen die (0), (d), ebo die ersten (k); nimmt man die dasa, so sind 
aoch die leteten Ql) enetet^ and ei iit in (b) £ s a 
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Wegen (g) ist aber 

SO dass 

=«1.1 — 22 ^/".»^ + ^iPfn,»Mt^„^ -^p,n^Ms,m) • (h) 

/U— 1 1^1 «I— 1 

Dies ist die gesuchte Differeiizialgleichung, welche die (c') übri- 
gens wesentlich voraussetzt [indem sonst die zweiten Seiten in (fi) 
gegen das ähnliche Glied in (O eich nicht aufgehoben hätten]. 
Dass eine Vertauschung von s und t dieselbe in sich selbst umwan- 
delt, liegt desshalb in der Natur der Sache *). 

n (n + 1) 

Pie (h) sind dar Zahl nach — - und iBhren also anbkeben 

1 < « 

so viele willkürliche Konstanten ein. 



§. 16, 

Anwendung auf Ö'J, 
I. Setaen wir z. A. 

80 wollen wir die (h) in §.15, YIL mnltiplisiren mit 1«, und 
dann die Sunme aller so erlialtenen Gleichungen bilden, wenn 8,i 
alle Werthe yon 1 bis n dnrehlauftn. 

Da bei feststehenden fi, v : 



*) Wir haben schon in der Note za VI. darauf aufmerkMm gemacht, 

dass die (e), (e'), (f)i (f) die (c), (d) nebst den ersten (k) ersetzen, und dass 
dann die (g) die letzten (k) auch ersetzen, während die (c') die Grosse ^ = 0 
macht. Daraus folgt, dass wenn man die w aus (h) bestimmt mit den ein- 

tretenden ^ — - wiUknrlichen Konatanten, dann aus (f) and (g) die ff, M 

bflstimmt (mit eben diesen Konstanten) und in (e), (e') einsetzt, man die n 

Systeme von Werthen der y und z erhält, welche den (k) genügen nndi> = 0 
machen. Die (e) sind dann n Systeme von je n Differenzialgleichungen 
erster Ordnung, die folglich noch Eonstanten einführen. Demnach sind 

die n Systeme der Werthe s mit + M" ^ ss ^ * willkor» 

lioibcii Konstaaten Tersehoi, wie wir dies bereits in der Note sn VI. ab 

aoth wendig erkannten. 

Wie aber schon in VI. bemerkt, ist die Bestimmung der n Systeme der 
ifi 2, weiche in (h) E = 0 machen, keineswegs unsere Absicht. 

8* 
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116 §. 16. Anwendimg auf d* J. 

ö/i,* Öy,< S$it = (Ö^.i Ii + • • • + Ö^.« 4«) £l + • • • + {n)r 

und bei feststehendem m: 

bo ergiebt sich: 

«Kit 

+ 2 2(P«.,i& + • • • + !»«.•«•) (^imii + • • • + 

=22f.&% (a) 

Die (f) in §. 15 moltipliziren wir mit 2|j 4^* • • •« 2£» 

»dp aX 

und addiien: 

Sj!' (6.^1. + • • • + + 2fi + • • • 

+ 2f«-^2 V^A*.' + 2 2(5l3«^^l,m + • • • 



Hier setzen wir s = 1, 2, . . , , n und addiren nochmals; dabei 
beachten wir, dass (o«,^ = c^) 

und erhalten: 
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§. 16. Anwendung anf d^cJT. 117 

2 



+ 22 W," Ii 4- • • • + if..» In) (än... S 4- • • • + ä„,, 



= ai:2«'vl,-^ (b) 



Dabei iwt selbBiventftndlioh 



Jjla^^-JiJ^- 2^2a<>s^J^j^==0 r. . (c) 

Addirt man (a), (b), (c), so erhält man, wenn die Doppel- 

Bomme ^^^^ sieh auf 8 imd i- yon 1 bis n, und die einfache 

Summe, die wir durch S bezeichnen wolleui nek auf m von 1 bis r 

bezieht: 

22«.. 1.1. + 2 22^.-i<# + 22^.,. ä t 

- (ö... {.+••• + «.^{.) I. + • • • + - II] 



d. h. 
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118 §. IG. Anwendung auf d^J. * 

+ «.«»m)] + 2s(*Mii + • • • + W II) (*^fi + • • • 

^ +Ä;M.W = ^S2«»v«.fe (d) 

wenn man darauf achtet^ dass tc?^| = i^^, akio 

II. Setzen wir nunmehr " 
^fi = -gj^ — ({i ^ftA + • • • + 

d. b. 

= ^w'^ — (V^*^ H + <f/4^^0' . • (0 

80 ißt, weil (§. 14, II.) 

Die Yariationen du« dii^ müssen aber den Gleichungen 

Pm,l H h ^Mn + q,n,i äu\ ■] f- ^m'„ = 0 . . (f) 

genügen, wo m = 1, . . .,T, da di^e Gleichungen aus den (b) in 
§. 11, I. folgen. 

Beachtet man dies, so ist 

Hiennis folgt, da für « = a nnd & die | Null sind (§. 10, L), 
nach §. 14, h endlich*) 



^^c^^sAdx (L) 



*) lilU jedoeh nnr weg, wenn r«,< niobt unendlich wird* 
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§. 16. Anwendnng auf d^J. 119 

Die in ^ Torkommflndeii Yariatioiieii du, dt»' mfissen übrigens 
den (f), der ZaU nach r, noch genügen. Diese Gleidiiingeii lassen 
sich aber leicbt in Beziehungen zwisehen dea ^ mDsetaen. 

Zieht man nämlich ans den (g) in §. 15, VI.: jp«,!, . . 
und setzt diese Werthe (m für s) in (f)i so ergiebt sich: 

+ — -j -h ö,,«dttj] == 0, 

d. h. 

a»,i^i -I + ^m,%^% = 0, m = 1, 2, . . r . 

Diese r Gleiohnngen ersetien die (f). Lissfc man also swisohen 
den » Giteen ^ 4ie r Gleiohnngen (e^ bestehen, TermitteUt decen 
sieh r dnreh die librigen M — r ansdrfleken lassen, so bleiben 
n — r gans willkOrlich*). 



(e) 



Endergebniss. 

III. Das Ergebnis» unserer siemlich weitläufigen Untersuchung 
lässt sich nun einfach dahin fassen. 

Um zu entscheiden, ob J für die nach §.11 gefundenen Wer- 
the von « (und iL) ein Maximum oder ein Minimum sei« bilde man 
die Grösse 



in der die P noch durch r Gleichungen: 



0. 



. . . (MO 



zusammenhängen; drücke r der P durch die übrigen aus und setae 
dieselben in (M) ein, wo zugleich für die t» die gefundenen Werthe 
eintreten. 



*) Wegen der (f) ihid r der VaristioaM dorob die übrigen n — r aus- 
drackbar. Diese leUteren bleiben willkürlich. Statt der Variationen cf« 
sind din i eingeführt, die natürlich gai» eben so willkörlich sind, nur be* 
stehen die (e') swiseben ihnen. 
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§. 16. Anwendung auf JI 



Alsdann muss innerhalb der, Grenzen der Integration der Aus- 
druck unter dem Integralzeichen in (M) immer dasselbe Zeichen 
haben, und wenn dieses positiv ist, so bat man ein Minimum } wenn 
es negativ ist, dagegen ein Ma-rimnin. 

Die (bleibenden n — r) P nnd gans beliebige Grössen. 

IV. Doch liegt unsere ganze Arbeit noch unter einer wesent- 
lichen Bedingung, der nämlich, dass aiLch alle unsere Rechnung lyir 
endliche, bestimmte Grössen liefert. Da es sich in (L) nur um z/, 
was wir in III. durch P bezeichneten, handelt, dazu aber nur die ö 
nöthig pind, so müssen diese sich so bestimmen lassen, dass sie 
innerhalb der Integrationsgrenzen nicht unendlich* werden. 

Die 6 (nebst den M) bestimmen sich aus den (f) und (g) in 
§. 15, y. , VI. und zwar ausser bekannten Grössen durch die tü. 
Daraus folgt, dasa der allen 6 gemeinschaftliche Nenner innerhalb 
der Intagrationagrensen nicht Null werden dort 

Jener Nenner, wie die Ansicht dei' (f) und (g) a* a. 0. sofort 
zeigt, enthält die w gar nicht, sondern bildet sieh blos ans bekann- 
ten Grössen, die auch in den ^ enthalten sind, so dass man leicht 
wird beurtheilen können, ob dieser Nenner innerhalb der Integr»* 

tiionsgrenzen unendlich wird. 

Aber um cur Gleichung (L) zu gelangen, haben wir voraus- 
gesetzt, dass 



sei. Diese Annahme ist nur gestattet, wenn innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen ^dlich bleibt. 



also immer so bestimmen lassen, dass die w innerhalb der Integra- 
tionsgrenzen endliche Warthe haben 



*) Die Formel (II) ist natfitikh das eigentUoh gesuchte Besultat onserer 

ganzen Betrachtung. Darin sittd die 9 und w nöthig, in so fern sie den (h) 

und den übrigen GKichungcn genügen, nicht aber gerade mit ihren allge- 
meinen Werthen. Giebt es also besondere Werthe der in w eintretenden 
Konstanten der Art, wie dies im Texte verlangt ist, so kann mau ganz 
wohl die ihnen entsprechenden w wählen, da dieselben je den (Ii) jedenfidl« 
genügen. 




a 



In die to treten 



■nQi 1-1) 
1 . 2 



Konstanten ein; diese müssen sich 
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§. 16. Anwendung auf d*«/: 121 



Besonderer Fall des §. 4. 

y. Der ganzeu Anlage unserer Betrscbtimg nach mnss n we- 
nigstens 2 sein (v^. 15, I.). Trotzdem kann man den Fall des §. 4 
aus unserm Hnuptresultate ziehen. Es ist dann w = 1, r = 0; 
die (g) in §. 15 fallen weg; die (i) heisst 



die (h): 



die (L): 



_ 8«/ W 
dw dy 8V 



Verglichen mit $. 4 mflsste alscr: 

^_ a<?i "^^a<^ ay ay gc, '^'"a<% 

;t — -f- l»5 — r: T »»ö — 

OCi OC2 CC\ CC^ 

sein, worin m die eine eingetretene Konstante |^~^~^~^ = ij 



wäre. 

Dabei wäre 



dy dx \dy') 



Aus der ersten Gleichung folgt 

dx " dx ay a^ ay« <i» d« ay'*' 

so dass 

dx ay*« ay'» dof ay'« da? ayay* ay« ~" 
Setzen wir noch 

""7* da? da;« -er« \dx) * 

so ergiebt sich 

c)y2 e^a;2 dx di/^dx dx r^v/cy' äy« ' 

wo man immer für y seinen Werth (§. 4) einaosetsen hat. 
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122 §. 16. Anwendung auf dV. 

Dieoe Glmehong heisst 



und iat identisch mit der 

in §. 4, 17« Daraus fdgt denn unaei« Behauptung. 

Fall, da eine der Bedingungsgleichungen keinenDifferen- 

tialquotienten der u enthält. 

VI. W ir haben schon in §.15, VI. darauf aufmerksam gemacht, 
dass die dortigen (g) wesentlich voraussetzen, es sei keine der Be- 
dingungsgleichungen in der Lage, frei von allen (ersten) Differeutial- 
quotieuten der u zu sein. Der Grund liegt einfach darin, dass dann 
die betreffende Gleichung in den r letzten des §. 14, IV. (k) kein 
y' enthielte, also ein Ereetzeu aus den (e) in §. 15, IV. nicht an- 
ginge. 

Fehlt etwa in g)i jeder Differentialquotient, so sind §. 14, II. 

qi,i = 0, äi,2 = 0, . . ., gi,„ = 0. 
Man könnte sich nun zu helfen suchen, indem man in (f) und 
(fO des §. 16 y. wegliesse: 

«3fi,it Jfjjii • • •» Jtfiiai 
also in (e^) des §. 15, IV. m nicht = 1 soHesse. Dadurch wfirde 
auch in (g) des §. 15, VL der Fall s =: 1 überflaesig und die (Q 
und (g) könnten die 6 und M immer noch bestimmen. Das hiesse 
nun offenbar, die Bedingungsgleiehung 

(Fi =0 

ganz aus dem Spiele lassen. Die Rechnung würde übrigens bis zu 
§. 16, I. ihren ungestörten Verlauf nehmen und auch der Ausdruck 
für 8^J in §. 16, II. würde auftreten. Denn ganz offenbar hängt 
alle diese Rechnung nicht wesentlich von der Zahl der Bedingungs- 
gleichungen ab, wie sich dies aus dem Endresultate (L) in §. 16, II. 
ergiebt. 

Dagegen hätte man aber die Bedingungsgleichungen (e') a.a.O. 
niclit aufstellen können , und damit wäre ein wesentlicher Theil des 
ganzen Resultates (§. 16, III.) nicht erhalten worden. 
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§. 16. Anwendung auf ^^J, 123 

VII. In diesem Falle bleibt nichts übrig , als mittelst der Bo- 
dingnngsgleidrang, die keinen Differentialquotienten enthält, eine 
der Funktionen u durch die übrigen aiiBZudrückon (oder ausgedrückt 
zu denken) und dann diese Bedingnngsgleidiang nicht weiter m 
beachten. 

Die Zahl der u vermindert sich dadurch, und man wird natttr« 
lieh in dem findergebniae (§. 16, III.) nur diese geringere Zahl ein- 
führen. 

VIII. Wäre also etwa 

9 = 0 (a) 

eine solche Bedingungsgleicbung, neben der die r anderen (§.16) be- 
ständen, die keiner Beanstandung unterliegen , so würde man etwa 
n„ durch «1 . . Un—\ mittelst («) ausgedrückt denken, so dass also 
Un als Funktion der übrigen Grössen erschiene (nebst x). Natürlich 
wären die r Bedingungsgleichen (b) des §. 11, I. ebenfalls umzu- 
schreiben, oder eben in ihnen als Funktion von , . . w«— i an- 
zusehen. w'„ würde als Funktion von Wi, . . ., w„— i, w'i , . . ., t*'„_i 
auftreten, und man hätte ebenso in O die Funktionen u«, u'n zu er- 
setzen. 

In (M) des §.16, Hl. h&tte man die Summe 

und es beständen zwischen den P die dortigen (M'). Dabei aber 
wäre nun zu beachten, dass in (p^ ursj)rüuglich aucli tt'« enthalten 
ist, das durch den aus (a) folgenden Werth zu ersetzen ist. Daraus 
folgt, dass man in den Q&!) an die Stelle von 

^ zu setzen hat -^ . ^^lü^ 
au setzen hat. + g^^, 

wo 1^ ans (a) sa siehen ist. Da diese Gleichung keinen Differeu« 
tialquotienten enthält, so wird man sie zuerst diffisrenziren und finden: 

d (p 

+ 3"^ Wi -f • • • + w „ = 0, also-^-r = — TZr' 



du 



Demnach schreibt man in den (M!) an die Stelle 
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124 §. 17. Besonderer Fall des §. 12. 

dcpm c) cp r (p,„ d(p 

Yon-^jetet ^ W 

Ferner ist za ersetzen 



oder kürser 



durch ^^4-^^^, 



also 

SU' ft.*' » o..' ft--*. "T a«' ft«' a-.' H" 



U du\ cu't \du\ Sil', a«' J a«'« \8m', a«', Wl) au\ 



öi*'.8i»'i ' a»',a»', a»v ^ at»'«8w', 8i*'i ^ ä«^ a«', a»', ' 

da^nr, 7^ keine li' enthalten. 
Da 

ay ay 
a«', du, aij^ a«r 

~~ 8qp' 8u', 8jp ' 

8ttM 8«. 



■0 ist also , ,^ , dnroh 

■d» d g> a 9 

at*',8tt'Aa«j V8u^«<jtt^«8^ , ' öu't du'ndujdiu ' att^au, a«, 

'8^qp\» 

.ai 

zu einsetzen. 

Wir .übergehen weitere Fälle dieser Art, und wollen das £nd- 
ergebniss nur auf §. 12 und 13 anwenden. 



a»<i> /ayv / c (p a^a> ay \ a^ a-'<t> ay 
V»dürXduj A8u;att^, ä^^aM^atf^ät<;ya«;;"^att^^«att/^»c . . 



§. 17. 

Besonderer VUl des 12. 

1. Hier ist 

also r =rn ^ 1. Dann ist y» r= «m — Um+i» 
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§. t7. Besonderer Fall des §. 13, 1. 125 
^Mt* Null, ausser wenn $ = m -(- 1, wo diese Grösse = — 1, 

In den Wertlicn a, c ist überall O blos durch f zu ersetzen; 
eben so in (M). Die (M') heissen: 

= 0, P, = 0, . . = 0. 

Alflo ist blos 

Besonderer Fall des §. 13, L 

n. Hier ist 

also r = fi -|- m — 2. Dann ist 9» — t«M+it 

tW — 1)2, • • fl ~— 1, M -|- 1, • • fl ^ M ~~" 1* 

Bemnadi 

j>«,, Null, ausser wenn s = m -|- 1» wo diese Grösse = — 1, 

ff«M » » = II» II 

Also die (MO: 

Pi=0, Pt=sO,..., P„„i=0, P«+i=0, Pa+s=0,.*.,P»4^.i=0. 

Somit 

d. h. in den dortigen Zieielien 

Hier sind P, Q gana belieinge GrOrnen. SoU dieser Ausdruck 
immer von demselben Zeichen sein, so nmss 

und das Zeichen von entscheidend. 
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§. 17. Besonderer Fall des §. 13, IL 



Besonderer Fall des i:^. 13, IL, wenn tp einen der höchsten 
Differeutialquotienten enthält. 

III. ZunacL.^t hat man dieselben Bedingnngsgleichiingen wie 
in II., nur ist denselben die (b) a. a. 0. zuzuzählen. Daraus 

+ kn^l — l*,+t) + (f^»+m-l 

80 dasa 

Pm^g Nnll, anwer wenn 8 = m -|- 1, wo diese Grösse = — 1» 

n 9 » • = rt » « "I" 

dabei aber w = 1, 2, . . ., w — 1, n -j" 1, . • -i » + — h wih- 
lend p„,,, liir = 1, 2, . . ., n -f m 

die Wertiie: 

89 dtp 

haben. 

Die (M') geben 

i*i = 0 P^i = 0, = 0, . . P«+»-i = 0; 

Somit wird (II): 

Lo»'» OUmOUn-t-m OU',^m J 

d« h. wenn 

^=/+ V9(§.18,IL): 

dV = 



JP^dx (d) 



wobei ßelbstverständlicb vorausgesetzt ist, dass js^'"^ in 9? vorkomme. 
Ist dies nicht der Fall, bo ist = 0 und blos: 

b 
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Dies Ergebniss darf nicht überraschen. Da uamlich (p jetzt an 
Differentialquotienten der u nur 2i'„ enthält, so kann man diese 
Grösse aus / eliminiren und dann die Bedingungsgleichung qp =r 0 
weglassen. Dadurch sind wir im Falle I., wo / an Difierentialquo- 
tienten nur tt'i, . . ., , . . ., M'„x,a enthält. Wenn dann 

auch nicht P„ = 0, so fällt diese Grösse doch weg, weil 

o / > Null ift fär « = n, i = 9t. 
Demnach bleibt in (M) blos 

BeBonderer Fall des §.13, IL, da/nnr nnd <p keinen 



Differentialqnotienten enth&lt. 



dp 



IV. Ist in §. 13, IL / blos eine Funktion von y, , , . . ., 
a^y de 

J^' ^* dx ^« dortige (b) keinen Di£Perentia]quotienten, 

so tritt nun §. 16, VIIL ein, wo für n zu setzen ist » -j- 1, für r 
aber (IL) n — l. Dann ist q>n^ = u*m — Um+h m=l,2,..., »— Ij 

«»+1 = y^"*^. 

Die Grösse iß) a. a. 0.: 

^fpm d<p dq>m dtp 



Nun ist 



d (p 

dg 



ist Null, ausser wenn s = m, wo diese Grösse = 1. 

Also hat man, da die Summirung in (M) von 1 bis f» läuft: 
-Pi = 0, = 0, . . J\_i = Oj 
es bleibt also in (Bf) nur s = n, ^ =s 

Die (y) ist also 



( 
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128 g. 17. Besonderar Fall des §. 13, IL 

Da <p nur Ui, u^^i enthält, so redozirt sich diese Grösse im 
Allgeoieinen auf 

_ 8V 

Bmner wenn it = 1, d. b. wenn / nur x, jf, jf'« ^, ^' enthielt. Dann 
ist sie 

Demnach 

6 • 



P«<l», w«iini> 1; 



(•) 



IXese Beraltsie ergeben sich übrigens auch ans (I.). Da man 
e durch d;, ausdrückt, so kommt in / nur hinein; ist demnach 
n 1, 80 hat dies keinerlei Einfluss auf die Formel (a); daher un- 
ser erstes Ergebniss. 

Ist dagegen 7» = 1, so ist, wenn = ^(o;, y) also 

/ zu ersetzen durch 
also ist 

^ jetzt ^ 4- 2 + 

wo nim 

ay ay ^ ajp * 

a# 
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Daraus ergibt sich das zweite Besultat. 

Nach diesen besonderen Untennchun^en wonden wir uns wie- 
der zur allgemeinen Theorie, die noch nicht zu völligem Abschlnss 
gelangt ist (§. 16, IV.). 



^. 18. 

Türtsotnmg dar Tlntexmioliiuigen der §8. 



I. Das in §. 16, III. mitgetheilte Endergebniss ist allerdings 

völlipf klar; weniger ist dies aber mit dem in §. 16, IV. angegebenen 
der Fall, da zwar wohl hinsichtlich der 0 sich ein Urtheil fällen 
lässt, hinsichtlich der w die Sache aber im Unklaren ist. Die Glei- 
chungen (h) in v;. 15, Yll. lassen sich wohl bilden, aber schwer in- 
iegiiren, und doch ist dies nothwendig, wenn wir zu entßcheidender 
Klarheit gelangen wollen. Wir werden uns also vorzugsweise mit 
«lieser Integration noch zu beschäftigen haben. Dabei kehren wir 
zu den Formeln des §.11, IV., V. zurück, wobei wir auf §.11, VIII. 
aufmerksam machen, wonach die in §. 11, V. gemeinte Funktion V 
sich aus einem boliebigeu lutegralsystem herstellen lässt. 

Die Gleichnng (b) des §. 15 für £ = 0. 

II. Wir haben in §. 15 gesehen, dass es sich um die ehm ge- 
nannte Gleichung handelt, wenn E = 0, Dieselbe ist dann 

wenn F die In §. 14, IV. angegebene Bedeutong hat, wobei mglttdi 
ffa durch die Gleichungen (h^ a. a. 0. bestimmt ist. 

£s ist aber 

=h,,i/i 4 \-K*yn 4- Ci,,yi' H h c„,,y„' 4- qi,,ei -f 

ferner 

also wenn man «, u* durch x und die Konstanten h (§. 14, II.) aus- 
gedrückt denkt: 

Diengtr, Yiurl»tionutohnttng. 9 
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ISO §. 18. FortBetmng der Untmucbiiiigeii der 14 bis 16. 

ch öu,' " \dui du,') öh + + \dun du,') ch 

W cu,') 0h * * "1" Vau,' du/) dh du/ 
^ du; dh ^ ^ *^ a* ^ a* ^ 

Multipliziit man diese GleichuDjr mit r(wi> T eine der in §. 14,1V. 
▼orkomraenden KoDfitanten ist): legt dann h die Werthe /jj,..., 
und C'die: C'i, ..^ ^2n bei; addirt hierauf und beachtet die (h) 
in §. 14, lY., ao ergibt nch 



dr_f-^y _d_d±\ 



Da aber nach §. 11, Y. 

ao 87 

auf. ~ an, • 

welche Gleichung nur identisch ttattfindet, wenn man die Werllie 
der tt einsetzt, wie dies oben verlangt ist, so hat man 

Hierbä ilt Y eine Fanlctiaii Toa U| , . . ., «, (mit den 6 in 
§. 11, V.). Da die önzelnen Systeme der y in (a) sieh nur dnnli 
die Werthe der Konstanten G unterscheiden, so ift <i jatit 
inässig, die Zeiger a, ß an letztere anznh&ngen, to dais etwa 

0» = 1, 2,...,2w) 



WZß~(^ '^^'^ »V 8«.) 



»»v:; ~ ;^ ^ V äv ^/ 

Der erste Wertli heisst offenbar auch 
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§. 18. Fortsetzung der Untersnohiingen der §§.14 bis 16. IHl 

Der zweite: 

Fügt man diese Werthe je bei und nimmt dann die Hälfte der 
Summe, so ergibt sich 

dj\i " ^''^ - -2 2j ,2u L^/".« ^-^ß 
" ^"'^ ^^'^ ä^;, ö^J • 

Dadurch wird die (a) : 

8 öF^ 



öF\ 



Dies ist nun der neue Ausdruck der Gleichung (b) in §. 15 f&r Jr=0. 

Nähere Untersuchung dieser Gleichung. 

III. Wir haben in §. 15, II. gesehen, dass die «7, wenn sie der 
dortigen Bedingung (c') unterworfen werden, mit dieser Gleichung 
eng zusammenhängen. 

Die Konstanten A, die in (a'j dermalen vorkommen, da wir die 
Auflösung des §. 11, V. voraussetzen, sind die dortigen 6, ß, die wir 
der Natur der Sache nach in die Bwei Gruppen: . . hn und 
ßi^ , , ,f ßn scheiden, so dass 

s=s für fi ^ n; SS fiar >> n. . . . (a) 

Es ist aber 
.du, d dV dus d dV 



V _ d /du, dr\ d_ / dUs a F \ 

dhft dhy dug dht, d/t^ du» dh^ ^tt«/ du,/* 
somit 

V _L AI _ J- — A V {— —\ 

\dhf^ dhy dhs dhy Öä^ du,/ cÄy ö«,/ 

9* 
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132 §. 18. Fortsetzung der üntersnclnmgen der §§. Ubis 16. 

"Weiter ist, da die u duich ihre Warthe ersetzt sind: 

dhf^ *~ du, dhft dhf, ' dhy^ ^ du, dh^ dhy' 

wo die Bedeutimg der Zeichen 

dV dV 
dhu * 8Äa 

wohl sofort klar ist. DemDach ist obige Grösse (^), wenn man be- 
achtet, dass das vor das X'zeichen gesetzte Differenzirungszeichen 
das einer yollBtändigen Difiereuzirung ist: 

d /dV _ dV\ d_ /dV _ dV \ d dV 

dhy \dhn dhfx/ dhft, \dhy dhy/ dh^ dhy 

dhy öhu 

Dies ist in (a') einzusetzen , und es sollen fi, v von 1 bis 2 n 
^ohen. Nun ist wegen («) /<„ nicht in V erhalten, wenn fi^-M, so 
dass also (ß') Null ist, wenn ^ und v grösser als n (beide zugleich). 

Wir wollen nun ein Glied des Ausdrucks (a') betrachten: 

Sei ^ ^ n, V ^ «. Dann ist 

dhfi cbu ' öhy dby^ 
d. h. wegen der (£) in §. 11, V.: 

dhf, ^^'dhy ~~ dhf, dhy dhy dhf, dhy ~ 

Sei ^ V ^ w. Dann 

dhf, '^f" dhy ~ ' dhf, dhy dhy dhf^ ~~ dßy^' 

Sei fft > », y < « : 

^ — Ä. J_ ^ er _ dßy 

dhft ^ • rf/t^ <?/tv dAy e/i^ ~ rfi»^-»* 

Endlich sei fi ^ ?<, v ^ «: 

— =rO- — — d 8r _ ^ 

Trennen wir weiter die Konstanten Ci, . . Clin (die /<],..., 
AtK entsprechen) in zwei Ghruppen: ^i, . . ., J., welche . . 5«, 
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und -B], . . B„, welche /i,, . . ßn entsprechen, 8o wird in dem 
Ausdruck (y) nur zu gleicher Zeit n, v > n, und ft "> ??, 

V ^ n sein können. Lässt man also von 1 bis 2 n laiilen, und 
zwar zuerst von 1 bis n, 80 ist nur v ^ M, und für ein bestiuiintes 
fi jeuer Ausdruck 

der für alle v Null ist, ausser wenn v — n = ft, v — n fi. 
Demnach reduzirt die Samme (nach v) sich fdr ein bestimmtes fi auf 
{Aft,a Bft^ß — Äft^ß Bfi^„) (—IX f» = 1, 2, . . «. 

Ist dauu ^ n, also v ^ so ist eben so die äumme 
(nach ft) : 

(Ay.ßBy^a — Ay^nBy^p) (+ 1), V = 1, 2, . . n. 
Daraus ergibt sich offenbar, dass die (aO heisst: 



^i^u,<cBy,ß — A^a,ßBf,,^ = 0 (c) 

Dies ist nunmehr die Form der Gleichung (a), d. h. die erste 
Seite der Gleichung (b) des §. 15, I. ist die erste Seite dieser Glei« 
'chung (c), woraus allerdings klar hervorgeht, dass dieselbe eine 
Konstante ist. Die obige Gleichung stellt dann eine Beziehung 
zwischen den A^ B fest. 

Folgerungen aus den (c). 

IV. Da wir it Systeme der C betrachtet haben, so sind die 
Gleichungen (o) Gleichungen zwischen den Grössen 

Bf4,ii . . •! B^^n und Afi^i, , . ., wo fi = 1, 2, . . *». 

Die Anzahl der Gleichungen (o) ist übrigens, da für « = /3 die 
(c) identisch ist und ein Vertauschen von a und ß dieselbe Glei- 
n (n 1) 

cliuug erzeugt: — = — - — • Diesen Gleichungen, welche eben so 

viele Beziehungen zwischen den B und A festsetzen , lässt sich ge- 
nfigen durch 

B/i^t = Ai^t lh,fi An^t H \- hn,fi, An^,, ü = 1, 2, . . n . (d) 

wo die h (die natürlich mit dem Früheren Nichts gemein haben) der 
Zahl nach sind, so viele als die (d) (^ $ jedes von 1 bis nU Da- 
durch wird nämlich: 
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tS4 §. 18. FortsetzaDg der Untersuchuugen der g§. 14 bis 16. 

und die (c): 

a=ni'=n 

22'*»'.^ iA(*,aÄ^,ß — Af^ßÄy^a) == 0 . . . . (dO 

i/=.i »/»i 

welche Gleichungen selbstverständlich keine Beziehungen zwischen 
den A festsetzen, also für alle möf^liclien A richtig, d. h. identisch 
ci lullt sein müssen (wodurch sich vielleicht uothweudigti Bezieliun- 
gen zwischen den h ergeben). 

Betrachten wir eine dieser Gleichungen (beliebiires «, ß) , so 
wird, wenn fi gleich sind, das betreffende Glied weg£ftUen; sind 
sie verschieden, so kommen immer zwei Glieder: 

K,ft {Aft,aAy,ß — Ay^aÄft^fi und Ä^y (Äy^a-Aft^ß — Afg^fgAp^ß) 
d.h. 

(^•»»I» — h/M^y) (Ain^aAff^ß — Ay^aAu^ß) 
vor. Daraus folgt, weil die Gleichung identisch erfüllt sein muss: 

n(n 1) 

Mit dieser Bedingung, welche die Zahl der hu,y auf — - — - — 

yerringert, ist jede der (c) erfallt. Die eben genannten h bleiben 
somit gans wülkürlieh. Man bat hiemaoh : 

-B^.a = Äi.^ H + Kf*An,i 1 . . . (d) 

n(n -f- 1) 

nebst der (e). \ o Gr^^eaen h bleiben gani winkfirliofa, 

wie es übrigens deren nicht mehr sind. 
In den (h) das §. 14, lY. ist: 

= -dl,« 1^ + • • • + -^t« 1^ + -^1.« +••• + *», 1 -d,,«) 

9 ff« 

4- (hytt Ai,u -\ h -^"»«^g^ 
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§. 18. Fortsetzung der Untersuchungen der §§. 14 bis 16. 135 

wenn 

Die U sind, da 8 und u v on 1 bis n gebeUt der Zahl nach n'^; aus- 

w ( « L 1) 

ser den willkftrlicfaen — - — - — - Grössen A«,f kommen nur bekannte 

i. * 

Grössen darin Tor. 



Bestimmung der w. 

V. Es ist (i;. 15, IL): 

-H h = ^-7— • 

Wegen (Q: 



m— 1 

Demnach wird obige Gleichung: 

=2('^».« ^/M»i + • • • + -4,,« cr^,„) w,,^, 

d.h. 

+ ••• 

A ö F , , . d dv\-\ 



Digitized by Google 



136 §. 18. Fortsetzung der Untersuchungen der §§. 14 bis 16. 

Da die neben den A stehenden Factoren von a nicht abhängen; 
diese Gleichungen aber richtig sind für a = 1, 2, . . ., n, so folgt 
boiort, dass eben diese Factoreu !Niül sein müssen. Demnach « 

d dV 



dbi du» 



d d V 
dßn du, ' 

dV 



(7 dv 



+ • • • + hn,n 



d dV 



"^^dßi du, 
welche Gleichungen allgemein durch 



(g) 



d dV 



d dV 



1 TT" T h • • • T 7 ,j 

dpi citf ^ dp 

ausgedrückt werden können, wo 6', / von 1 bis n gelien. 

Die Gleichungen (g) liefern nun die w des §. 15 mit 
n {n -f- 1) 

den — - — r— ^ willkürlichen Konstanten Ä^<. Dahn ist die Be- 

■ 

deutung des Zeichens 



dht cus 
d_ dV \ 



d dV 



oder 



d öV 



dbit du, dßif du, 

die, dass man V, wie diese Grösse in §. 11, V. gefunden winde, 
nach t(g partiell difiFerenzire, dann für u die gefundenen Werthe 
(in X, u, h, ß) einsetze und nun (vollständig) nach &^ (oder ßy) 
differenzire. 

Wirkliche Herstellung der w, 

VI. Die zweite Seite in (g') heißst: 



c^V diu 



dbtdug duidusdht 

'^^'''Kd^dV.dßi'^ 

m 



+ 



dundus dht 

d^V dun 



dUndU, 



dlln \ 



dui du, dßn 



dh,du, ' duidu» 



. JV dUn \ 

dundu, dßj 
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so dass 

Aus den w letzten üleichun<ren (E) iu §. 11, V., diü klcntibdi 
Verden, weuu mau die u einsetzt, folgt: 



?-^V _^ "r-V rui ^ 



worauä die Gru&seu 
iulgeu. Setzt mau 



Ö«F 8«F 



I • • •» 



== il 



ferner 
so ist 



ilft.f den Koeffizienten von 



8-^F 
dbu duy 



in 



J7 



— . . . — JT 



82 F 



(i) 



Ans denselben Gleichungen (£) h&tte man aber wieder obige 
Gleichungen erhalten, wenn man nach /}« differenzirt hätte, mit dem 
Unterschiede, dass die ersten Glieder Nnll wären, ausser in der 
s-ten Gldiohuug, wo es — 1 wäre. Demnach 



77 ^flu — 17 



Setst man die« in (f): 



(k) 



wenn 



8>F 



Dadurch wird nun (g'O : 
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138 §. 18. Fortsetzung der UnterBuchungen der §§. 14 bis 16. 



c '^ V 
= 77 — — — 



+ V'- - 8^1:8^;) + • • • + ^-*-') 

welche Gleichuog man auch schreiben kann: 

r,<[/7M («M - + - + i?.. - g^y] 

Daneben ist identisch 

öl^^. [("■- - 8«Tey + ••• + (*.. - "m] 

: ="(«'-'-8äi.)* 

wie eine bekannte Grundeigenschaft der Determinanten sofort ergibt. 



^dbn 



Setzt man 



80 heissen . obige Gleiehnngen, in denen < = 1 , 2, . . ^ gesetat 
wird: 

^älffe"^'"'^' »...^.-0, 

■ 

^fSt,-^'-^' r^.JV« = o. 

Eliminirt man hieraus Ny, . , N^^ so ergibt sich, wenn 
man zugleich die Werthe von r etnsetat: 
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8«F 






g2F 




Öbi ÖUr' ' 






W r 


V f 




C r 














82 F 


• 






• 






8»F 









= 0.(N) 



eine Gleichong, die nnn endgiltig w^,« liefert. Gaus offenbar iolgt 
daraos 

In Bezug auf die Bedeutung der Zeichen ist zn bemerken, 

daas 

eben den partaeUen (zweiten) Bifferentialqnotienten nach 5^, be- 
deutet, wie diese Grössen entwickelt in Fvorkommen, und dass 
nach der Diffwenairung die fi an ersetien sind. 

8«F 

meint» man solle eben so F partiell nach %y differeuairen und 

a^F 

dWu 8tty* 

man solle partiell nach ii^, differenziren, wie je diese Grössen 
entwickelt in Fyorkommen. Dann sollen Jeweils, nach der Dif- 
ferensirung, die % ersetzt werden. 

TIL Entwickelt man iCr,« Ans (N), so hat diese Grösse den 
Nenner 



'l,n» ^2, 



82 F 

, WO r,., = Ä,., - -g^ . . . . (P) 



Darin ist 'h^^p gans willkttrlich, nur immer = j^i^,^ 

Heisst dieser Nenner P, der aus den (f) und (g) in §. 15 sich erge- 
bende Nenner fflr die : so ist P Q der eigentliche Nenner der in ^ 
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(§. 16, II.) eintretenden ö. Dieser nun darl' iimeilialb der Inte- 
gration sgreuzeo nicht Null sein IG, iV.) und es müssen also die 
n(n -h 1) 

— - — willkfirliehen Eonatantezi Ar,« sich bo bestunmen lassen 

kunnen, dass dies nicht eintritt. 

Endgiltige Zasammenstellnng. 

VUI. Fassen wir nunmehr die ganze seitherige, der Natur der 
Sache nach weitläufige Entwicklung in ihren Endergebnissen su- 
sammen , so können wir die nachstehenden Vorschriften geben : 

Um zu pntsclu'iden^ ol) die nuch §.11 (als dem allgemeinsten 
Falle) ermittelten Wcrthe von ?t| , . . W„ mit 2 « willkürlichen 
Konstunleu in der durtigen Grösse (a), oder auch in (§. 14, I.): 
b 



^dx, 0 = F Xiq>i + . . . -|- Ar9>r 

ein Mazininm oder Minimum hervorbringen, bilde man 

1. die (irösse (M) in §. Ki, Iii., worin die P durch die dortigen 
(M') zusammenluing-eii, und setze (nachdem 0, . . ., (fr diflVren- 
zirt sind) nöthigcnfalls die Werthe der u ein. Dajin muss die 
Grösse unter dem Iiite/^fulzeiehen iniuM'Jialb der IntegrationpjLrrenzen 
beständig dasselbe /eichen, wenn die nicht durch QiV) bestimmt* n 
P ganz beliebige WeHlie haben. Für ein IMinimum niuss dieses 
Zeichen das positive, für ein Maximum das negative sein. 

2. Aus den Gleichungen (f), (g) in §. 15, V., VI. den ge- 
meinschaftlichen Nenner der Werthe tf; derselbe heisse N (Erklä- 
rung der 2feichen in §. 14, II.). 

3. Die Determinante (T) in §. 18, VII., wo die Bedeutung 
der vorkommenden Zeichen aus §.11, V. zu entnehmen ist; diese 

Determinante heisse JMl Sie enthält t-Ü willkOrliche Grös- 

1 • <0 

Ben /'r,«i bei welchen 

4. Endlich untersuche man, ob nicht N NuÜ wird innerhalb 
der Litegratiom^frensen ; sodann ob sich die willkürlichen Konstan- 
ten Ar,« so bestimmen lassen, dass nicht Kuli wird innerhalb der- 
selben Grenaeu. Ist beides der Fall, so entscheidet das in Nr. 1 
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« 

Gesagte eudgiltig über das Maximum oder Miniiiuini. Ist aber 
nicht beides der Fall, so ist die Frage nicht entschieden. 

Damit ist die Aufgabe gelöst, die wir uns gestellt haben. Wir 
bemerken nur noch, dass wir voraussetzen, es erscheinen 2 n will- 
kürliche Konstanten (§. 16, VI.). Für einen besonderen Fall ande- 
rer Art gelten unsere Formeln nicht (§. 16, Yll.; §. 17, lY.). 

AUgemeinBter Fall. 
IX. Liegt die Aufgabe vor 

/ F {x, «,..., tt„, m/, . . i«,0 dx 

zu einem M. M. zu machen, wenn dabei die Bedingungen (!>) in 
>?. 11, I. bestehen, so verfährt man nach §. lÜ, HJ., wenn dort 0 
an die Stelle von / tritt. 

Hinsichtlich der Eutschfidung, ob M. M., wird man ganz nach 
den Grundsätzen des §. 0, verl'ahrcn. Zuerst wird nach VI II. 
entschieden, wol>ei J") , .r. als f( st (wenn auch uidjestimmt) angesehen 
sind, und die Konstanten der Integration noch unbestimmt, aber 
fest, bleiben. 

Diese; Konstanten (nebst Xi, dS|) werden dann so zu bestimmen 
sein, dass 

J <PdXt 

unter Berücksichtigung der Grenzgleichungen, zu denen die (b) des 
§, 11, I. nicht gehören, ein M.lsL wird (nachdem man die u ein- 
gesetzt *). Die Entscheidung darüber erfolgt in einer ans den Ele- 
menten her bekannten Weise. 



*) Hier ist zu beachten, dass wenn allgemein c eine der eingeti ttfiieu 
Konstanten ist, dieselbe nicht nur in den m, u', sondern uiich den X vor- 
kommt. Deshalb ist (§. 10, III.) 

WO aber r-r- = g>$, und da 9>t identisch Null ist, so bleibt bloa 
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142 §. IB. Fortsetzung der üntemchungen der §§. 14 bis 16. 

Damit ist nun die Theorie abgeschlossen, und wir haben nur 
noch an Beispielen zu zeigen, wie sie benutzt wird. 



wie in ^. 10, III., also 

WO «#» = i*' + jPi H- • • • -f- Xn9>m> 
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Fünfter Abschnitt 



Bdspiele zu den zwei vorhergehenden Abschnitten. 

§. 19. 

1* Kleinste FIftche ewiscfaen Kurve, Brolnte und KrOm- 

mnngiilialbnieeeer. 

I, Man soll die ebene Kurve suchen, welche zwischen zwei festen 
Punkten sich erstreckt und zwischen sich, den Krünimungshalb- 
messern an ihren Endpunkten und ihrer Evolute die kleinste Fläche 
einschliesst. 

Ist Q der Krümmungshalbmesser, s der Kurvenbogen, so ist 
der Inhalt der Fläche: 



/"""' J 



IC 

Dabei ist vorausgesetzt, dass mit wachsendem Kurvenbogen 
auch der Winkel beständig wächst, den der Krümmungshalbmesser 
mit dem ersten Krümmungshalbmesser (x = a) machtj dass s und 

X zugleieh wachm und dass in der gansen AuBdehnung positiT 

Bei (oder wenigstens dasselbe Zeichen behaltej. Dabei sind die 
Grenzwerthe von x und y fest.* 
Nach §. 12, I. ist 



144 §. 19. 1. Kleinste Fläche zwischen Eurre, 

Also (§. 12, IV.) 

ep ~ <** ey" "~ / <i« " 

4»' (1 + ä/'O »" + 3/"»^ y = c,3/"»; 



^ ^ + i^*>' + + 7' = *' 

Setzt man y' = «: 

Setst man « = eotg^a: 

/ (l' -i- = - I fi^CiCoslasinicü + siw^ i o) 

= |ci cos© — ^ (ßj — siw ö), 

t/ (14- »v'"* 

= COSiO — % (» + Si»fl>). 

4 o 

Demnach 

y =: — |<fi (« + atnio) + JCjCO«» + C4J 
aus welchen Gleichungen m zu eliminiren wäre, damit man die 
Gleichung «wischen sß und y erhielte. 

II. IlinsicliÜich der Entscheidung, ob M. M., hat man (§. 18, 
VIIj §. 17, L) 

8«/ _ 2 (1 + /')^ 
welche Grösse, da wir > 0 voraussetzen, entschieden positiv ist 
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£volat6 und Krümmungshalbmesser. 145 

(Hätten wir übrigens ?/' <^ 0, so wäre — / statt / in Rechnung 
zu Btelleii, und mau fände dasselbe wie so eben.) Dies deutet auf 
ein Mininuim. 

Hinsichtlich der Bestimmung von F (§. 11, V.) ist 

= — -, — jeri «2 = !p (wenn «j' enetrt gedaoht ist). 

Also ist die (D) in §. 11, V: 



Da X und auf der zweiten Seite nicht vorkommen, so hat 

man 

wo ^ nur % enthält. Daraus 

Ö£__ _54r ^ 

8« dih ^ a«, ' 

also 

6,=.~b,u, + 2(1 +M^)y-^. 

^ = ^^^ + ^^'-7 4(1 -Ht?)» 
DaniMoh 

Hieran» musa gesogen werden 



d. h. 



Dies t-ind aber unsere obigen Gleichungen, wenn 

Di eng er, VaiifttioasrcdiaaDg. 10 
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Ferner ist in §. 15, VI. (« = 2, r = 1): 
+ ÖM^i.! 4- 31,1^^1,1 = m,! — 

01,2^1,2 + ö«,2C«.2 + Am^I^M =«^a — l^ii 

tfi.i öi.i 4- Äi,2 = 1^.1» 

"^^^ 4 (1 +• ttj) 
\i = 0, = 0, 5j,i = 0, ftjui =? jj^i » 

ci,i = 0, Ci,« = Cji,i == 0, <!*,a = ^^^t;; , 

ffi.i = 1» = 0, l>i,i = 0, 
so du» 

Mi,i =s »1,1, Ifi.i = »1,«/ Cä,f = 

C2,2 <''2,2 = *<^2,2 — ^2,2» ^'l.l " ^' 

2(1 4- y'^y- , , 
Der Nenner far die ist hiernaeh 62,2 = « » welche 

y 

Grösse wir bereits oben betrachteten. Dieselbe darf selbstver- 
ständlich nicht Null werden innerhalb der Integrationsgrenzen (eben 
so wenig wie unendlich). 

Die Determinante (P) in §. 18, VIT. ist (n = 2) 



1^1,11 "^2,1 
^1,2, ^2,2 



= ^^1,1 ^9^2 — ^2il *^1,2 



WO nnu 



= Hl = ^ - öS^öi; = <5 + » j (1 4- u})i 



T2,2 = y - ^ = y 4- i7 (TTl^» '"'^^^^ ^ Konstanten 
Ffthrt man u% = cotg J o ein: 



J 
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ifi.irs,a — ^i.aHi = [« + i(sfno — «)] [y — -j- «)] 

— (/l — J««»«!©)« =.«y — /Jt _ iL±ü G, _ " "7 y M'no» 

8 o 

wo nim a, ß, y immer bo beBtimmt werden können, dass diese 
Grdese nicht Noll ist innerhalb beliebiger Grensen. 

m. Wir nahmen y an den beiden Grenzen lest an (d. h. «i), 
nicht aber y' (u^i). Demnach müssen die vier Konstanten Ci, Ca esi, 
04 noch so bestimmt werden, dass 

0dx = Min,, y gegeben an den Grenzen; 

a 

lic'isseu wir also als Funktionen der Ci, . • C4 an den beiden 
Grenzen 3}, so ist 
» 

OdsB 4* ^ (9 — <0 H- ^ (£ — A >u differenziren, 

wo tt, ß unverftnderliche Zahlen sind. Da 

8£ (1 + 



/- 



80 ist (§. 11, III; §. 18, IX): 



wo c dnrch 61, e^, c;« an ersetsen ist. Da 

de ~ /Jde' dc~~ /J^de ' 
so heisst diese Gleichung andi 



WO Ao, Afr die Werthe von A für » = o, a? = 5 sind. Dabei ist 
so dass 

10* 
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mit welchen vier Gleichungen dann noch = «, ^ = /3 zu verbin- 
den Bind. Aus den eben genannten Gleichungen, in denen l^, ^a, 
^2 + ^1 — ^« dieselben Wertbe beibehalten, folgen sofort 

= 0, f « = 0. hi + Xt = 0, — = 0, 

von welchen swei Gleiclinngen die letzten für uns ohne Bedeutung 
sind; die zwei ersten aber heissen 

^ ji^ r= 0 an beiden Grenzen. 

Da wir nun offenbar nieht Ci = (h = 0 setzen können , 80 mnss 
y unendlich sein an den Grenzen, d. h. da = Cütg \ o : 

. . — -5— = 00 an beiden Grenzen. 

Dies fordert, dass sm^^o = 0, also ai = 0 und 2n sei; demnach 
geht in (a) d von 0 bis 2n. Setzt man nun noch a = 0, ( be- 
kannt, y =: a fttr ar = 0, y = /3 für a; = 5 : 

woraus C\, e«, Cx folgen. Lässt man (was offenbar gestattet ist) 
die Abszissenaxe durch die festen Punkte gehen, so ist a = = 0, 
also 

0 = Jci + ci, 0 = }c, -f 04, 5 = Jci — le^n + ej, 
0 = — Jci« -f Je, 4- ci; 

woraus 

Cl=0, Cj| = 0, = — -j-, C4 = --JC2 = — ; 

also 

dne Zykloide in der gewöhnlichen Lage. 

2. Kürzeste Linie im Baume. 
IV. Hier ist (bei festen Grenzen): 

a 

WO nun die Formeln des §. 13, I. anzuwenden sind. Wir woUen 
aber nach der allgemeinen Theorie des §.10 verfahren, wo 
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Ui = = 



Also (§. 10, n.) 

d. h. die Kurve ist eine Gerade. 

Nach §. 11, IV. wäre 



Vi -f t*i'» + «*'*' Vi + tti'* + w/« 



-I- 1 



VT+v*T«j^ Vi 4-«/*H-% 



Setzt mau 
BO ist 

c = Vi — J>f — r = -f «2 + ^ Vi — hi — 

woraus 

- jiZZ-bfiTbiyk — (1 - 6} _ aj)./. - P^» 

wie oben. 

V. In §. 16, III. ist 

82 0» 



dui'dW ~ (1 H- «i'« 4- w*y^* 

und (^^. 17, II.) 



/ Y_ ^'-^ a^o _ 



1 _j_ «,^'2 4_ 

welche Grösse negativ ist. Dann ibt 
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ÖST» immer positiv. 

80 dass ein Minimnin xa erwarten ist. 
Die (f) in §. 16 dnd 

hiA -f <Jl,lCl,l 02,1^2,1 = ?'2,1 -f Öl.2Cl,l + Ö.,,2C2,1 =Wi,2, 

WO nun (§.14, IL) 

so dass die hier auftretende Bedingimg, es dürfe der Iseiiner der Ö 
nicht Null sein, bereits erfüllt ist. 

Die Determinante (P) in §. lö, VI. ist 

ti,iT2.2 - M = {hr^i - ^g^) [h,,,- 

/ g2 7 N 2 

und 68 ist ans dem Werthe von V sofort klar^ das8 man die h immer 
so bestimmen kann, dass diese Grösse nidbt Null ist. 

VI. Besondere Fälle der kürzesten Linie. 

1. Sind die Endpunkte fest, so ist die Aufgabe erledigt und 
man hat ein Sfinimum. 

2. Seien nur die Grenzwerthe von X gegeben, also die kürzeste 
Knrre zu snohen zwischen zwei Ebenen, die senkrecht auf der 
»-Aze stehen. 

Jetzt rind die tier Konstanten Ci , 0^ , O3 , O4 so zu bestim- 
men, dass 

» 

J^dx, 0 = Vi -h -I- 
ein Minimum wird. Daraus (§. 10, III.): 



Xtma 

oder da 
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00 d0 Cs 



du,' \/i _|_ 4- Cf G< Vi 4- + 
es muB8 (0 = Ci, CSt, Ca, O4) 

Ci(&--a)=0, Ci=:0, 0,(5 — a)= 0, = 0; Ci = = 0. 

Die Konstanten C^, O4 bleiben gani willkürlich, und die Glei- 
chungen der Kui've sind: 

wie natürlich jede mit der x-Axe parallele Gerade. 

3. Sei ein fester Punkt (x s= a) und eine GrenakurTe 

9? (x, y, ^) = 0, {x, y, ^) = 0 

gegeben. Jetzt sind x-i und die vier Konstanten so zu bestimmen, 
dass man 

<ifdx + Ä?iy(Äi, % 0 + Äf2^(«2, 12, t) + Ä8 (Cja + dl — «) 



4- X-, (a,a -i- C4 - /J) 
nach den fünf Grössen differenzirt, wobei 

,2= + a,.g= Qaii H- Ö4;a> = Vi + Cf + 0|*). 
Daraus 

+ |fa.)^o. 



Vi + c? + o; 81J ^ sij 



*) Naturlich konnte man mitteilt der Bedingungsgleichangen 
«1= qa 4- Ca, /9 = C,o 4- C4 

etwa C2, ausdrucken und in die Grenigleiohungen einsetzen, worauf dann 
nur noch C^« Q zu suchen wären. Derartige Bemerkungen lassen sieh 
bei Jedem einzelnen Kalle machen, sind aber so elementarer Natnrt dass wir 
in der Regel davon absehen. 
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152 §. 19. 3. Kurve, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt 

Also 

VY+cf+Q ' "•Vi + cf+ci 

wdebe GleichnDg^n J^, jl;4 bestimmen, so dass 



8ij y 1 + c'/ + Ci 



8£ Vi + Ci + Ci' 

nebet der ersten Gleiehung, ans weleher folgt 

^'^T^ 8«,^ '8a^ ]/l + Cl + Ci 
=0. 



VTTcfTci 



Die Elimination von k% liefert: 

welche Gleichung aussagt, dass die Gerade auf der Greuzkurve 
senkrecht steht. 

Dasselbe ergibt sich für zwei Greuzkurven. 



8. Kurve» deren Schwerpunkt am tie&ten liegt. 

VII. Unter allen durch zwti feste Punkte im Räume ^elieiidon 
gleich langen Kurven di^enige zu suchen, deren Schwerpunkt am 
tiefsten liegt. 

Int L die Kurvenlänge, die d?]^- Ebene borizontal, so ist die Or- 
dinate des ScbwerpunkteB 

b 



L 

b 

und L 
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Also (§. 10, IV.; §. 13, L): 

öy dy dy' "~ * dg dx de' ~" ' 
0 = #Vl 4- + i^* + OVl + + 



Aber 



^ d# ^ ay' ^ ay' 

_d_ao_^ a^ 

' dfa? ^ ^ a/ ^ ' a/ ' 

d / , 8a^\ d0 , ^ ^ 



d.h. 



V^l -f 2/-* + ^r« 



Folglich 



- 4- O (1 4 y^) . ^ _ , 
— r, r = ^» 

Vi +y« + 



woraus 

/ (1 4- y '^) ci 

y 

Dies ist aber die Gleichung einer vei tikalen Ebene, in der mit- 
hin die Kurve liegt, 80 dass wir die Aulgabe des 9, IV. vur uns 
haben. 



4. Kurve von gegebener Länge auf einer krummen Fläche, 
deren Schwerpunkt am tiefsten liegt. 

VilL Auf einer krammen Oberfläche, deren Gleichung r — 0 
sei, wo.f eine gegebene Funktion von o;, y, ir ist, wird ein Faden 
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154 §. 19. 4. Kurve von gegebener Länge auf einer 

von gt'Lrebciicr Länge L gespannt. Man soll seine Lage bestimmen, 
Wenn der Öchwerpunkt des Fadens (Kurve) am tiefsten liegt. 

Die Axe der z nei vertikal im Sinne der Schwere gerichtet. 
Dann ist die Ordinate des Schwerpunktes 

j^J eVl + y'« + da?, während jD = JVl^ y'* + ^* dsß. 
Demnach hat man (§. 13, II.) 

0z=^g Vi -\- y'i -f ir'a -f a V i + V ' -f + 

und 

öy 87 a7 " rfo; ~ 

A ?ü - A + — 0 

oder aneli (§. 13, Y.) 

dv "dv d (ir 4- a) / 




-f- s- ^ -7 ü , t> = 0 . . . . (c) 

^ 8* da? yi _|- y*« 4. 

woraus ^ mit zwei willkürlichen Konstanten. 

Hinsichtlich der Entscheidung, ob M. M. tritt jetzt der Fall 
des §. 17, lY. ein^ wo 

a«/ _ H- ci) (1 + <^') 8y _ (ir + a)(l + 

dy' ~ TrT7M~7^' d«'* — (i + y'' + -^'V^* * 
e''/ _ 4- «) ?/^^ 

dy' dä'~~ (1 -f /2 ^'2|/*» 
80 dasB das Zeichen Yon 

entscheidet. Diese Grösse ist aber 



a]|0 von demselben Zeichen wie m a (vergl. §. 9« IV.)* 
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krummeu Fläche, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt. 155 

IX. Seien zwei Grenskunreii (auf der Oberfläche) gegeben, de- 
ren Gleidinngen seien an der 

unteren Grenie = xt^ : ip = 0^ v ^ 0; 
oberen Grense (ac == «j) : ^ = 0, f> = 0*). 

Da aber v— 0 au beiden Grenzen identisch erfüllt ist , bo gilt 
die«e Gleichung nicht als eigentliclie Jiediugungsgleichuug. Mau 
hat also (§. 10, Iii.; ±\ote zu ^. Ib, IX.); 

+ *' Vä^ e7 äs: e^J - 

wo 17] , 1^2 die Werths von y ; t>\ % von M an den beiden Grenzen 
sind und c = Cj, ist. Daneben noch • 

Aus diesen vier Gleichungen , nebst ^ s= 0, ^ = 0, folgen 
Ci, Xu ^ly ^if ^* Dazu ist dajnn noch ganz allgemein 

dij , ö» 8if _ Zv ,Zv / , ^ _ o 

So erhält man nun für die obere Grenze: 

* + (ü + + n a-: + r>' + r: 

für die untere Grenze: 

- * + + ^ + 87 ^ ) = äi + + äi ^ = 

Da überdies 

Z'^ — ^Jßl _ 
öc ~ ' Zj dc~ 8c 



*) Dm8 hier die Bedingongsgleichung v = 0 zugleich als Qrenagleichung 
anftritt, entspricht der Bemerkang am Schinase Ton §. 11, III. Jede Karre, 

die als Grensknrve gelten soll, mass nothweodig v = 0 zu einer ihrer Glei- 
chnngen haben, da sonst ja. weil diese Gleichung jedenfalls gilt, noch zwei 
weitere Gleichungen an der Grenze gegeben, die drei Koordinaten aUo 
Aet wären. 
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156 §. 19. 4. Kurve von gegebener Länge etc. 

80 liefern die ersten zwei Gleichungen: 



wo ntin 



de dtt de drii ' de ö6, 8c Öijj 

Zieht man hieraus 77^, um sie oben einsusetzen, und lässt 

Ce oc 

dann e = Ci , C3 sein « so erhftlt man sofort die Gleichungen : 

w ^; = W + ^; a^; ^^"^ ^"""^ » 

In Verbindung mit den früheren Gleichnngen ergibt sich nnn: 

— ^l^ö «-:^) = Oan der oberen Grenze und 

\oi/ dg dg dyj 

\dp' dg öz' cy) \dx ^ dg ) 

_ /d w d v d(p dv\ ^ , . _, 

— 0{ — — 1 = 0 an der unteren Grenze. 

\ci/ cz dz cyj 

Dabei ist (da v kein y\ d enthält) 

dif vTTh/'^ + " VT + y?Ti^* 

= -f. a) Vi -h g'\ 
so dass an der oberen Grenze: 

Diese Gleichung ist 

^ VöÄÖ« 8x8W"^^Wöjf dydxj \dpdg dg dy) 

, ,8?^^/8t; , , ,8t;\ , ,8t^/ 8t; ,?A _ 

+^ 87(g^ +^ 8i +^8^)-^^ a]^(~ä5-^ ä^-^äi) 
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19. 5. Kürzeste Kurve, wenn die Normalebenen etc. 157 
oder wegen der Bedeutung Ton v: 

dg dy dtfdß'^^ \dx de dß dx) 

j. / ^ ?i ^^'^ = 0 

\dij dx dx dy) 

Diese Gleichung sagt aus, daFS die gesuchte Kurve auf der be- 
treffenden Grcnzkurve senkrecht steht. Dasselbe gilt offenbar eben 
so für die anJure (Jrenzkurve. Man wird bemerken, dass ein grosser 
Theil der liier geführten Rechnung ganz allgemeiner Nafur ist, also 
in ähnlichen Fällen das Ergebuiss sofort wird benut;i£en können. 

0b Küzseste Surre » wenn die Normalebenen- dnrelL den 

Eoordinatenanfang gehen. 

X. Es soll eine Kurve (im Räume) gesucht werden, deren Länge 
ein Minimum ist, während alle ihre Normalebenen durch den Koor- 
dinatenanfang gehen. 

Die Gleichung einer Normalebene ist 

wenn X, Z die laufenden Koordinaten sind. Aho muss 

ein Minimum, und x -\- yy' + ^ ^ 

sein. 

Hiernach ist (§. 13, II.) 

ö£ ^ — o 

(-J — + kA = 0, 
dx VvTTTM^ / • 

dx dx ]/i _|_ y'-2 _j_ • 



j 



oder 



d^ , d ff r. % I . » 
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15ti 19. ö. Kürzeste Kurve, wenn die Normalebeueu 

Durch Elimination von 3—: 

(tx 

dl/ d / 



dx Yi + ^- 
— fy' ^ _ = ciVi H- + «'S 

Vi + -f * ^ ^ r X -r y -r * . 
woraus 

y2/t _ 2fjzy'z' + z^y'^ = (1 + y'» + 

+ ✓«) -h irV* + = + (1 + + 

(X» + .t/^ + -2^^) (t/'-^ + = (1 + ./'-^ 4- + c'i (1 + + 

+ + (1 + y « + - (-^-^ + Om + 2/'' + H- 3?=» -i- y * + Si\ 

Dann aber folgt aus der Bedingungsgleichung 

+ + = ^» 

also 

(c, a;^' - c/) (1 + y'-' + = 1 + y'^ -h <^»= 



— = Cl y ^ 5, 

r c-j — »* — Cl* 



d. h. 

oirc 



Vz'~gyr _ Cl 1/ c^ ^ 
-H — Ci — ap» — cf 

= +£4^ arc = '^^^ ~ " ~ 'Q. 



A «\ , , A V<^ — »' — 
«rc (^i^ = -j + = ± a« (^<y = 

woraus 
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durcli den Koordinatenanfang gehen. 159 



_l_ Vc> Vc» — — _ if -\r y tge» 
— cix ff — 0tgcs* 



Ci (c, — a-^ — c'l 



80 dasB 

cl (j^coscs — £ sin Cs)* ' 

Die Gleichnngen 

x^ 4" y ^ + = c?» y cos Ca — -er st» = + 



bestiinnien zunächst die Kurve, ilie ein Kreis ist. Die vierte Kon- 
stante tritt bei der Lestimmung von A ein. Da aber diese vierte 
Konstante nicht in die Werthe von ^ eintritt, so ist die Aufgabe 
mit beliebigen ürenzbediugungen nicht eigentlich lösbar *). 

6. Enire von. gegebener Lftoge, deren Bohverpimkt am 
tiefsten liegt, bei bestimmter Neigung gegen eine 

Vertikalebene. 

XI. Es soll eine (räamliche) Kurve vod der Länge L gesnclit 
werden so, dass ihr Schwerpunkt von der horisontalen Ebene der xy 
in möglich weitester Entfernung sich befinde, zugleich aber die Tan- 
gente ihres Neigungs^rinkels gegen die ajir- Ebene unveränderlich sei. 

Die Tangente dieses Neigungswinkels ist 



Dann (§. 13) 



, also = « vr+^ 



*) Es ist hier der in der Kole xu §. 11, IV. berährte Fall Torhanden, 
da die (eine) Bedingungagleichang geradezu integrirbar ist («ie hemt in den 
dortigen Zeichen: x -)- u/ i^ u,' = O). Dadurch werden für etwaige 
Grenzbediugangcu Einschränkungen entstehen. Sind > , , t;,, Ci die Koordi» 
naten des Anfangspunktes, Xj, »J2j ^2 Endpiuiktes . so nmss in diesem 
Falle x/ -|- ni -\- C% = ^* 4" "Ji* ~h ^i* s^"*» dass von den vier Gros- 
'"'^ ^hi ^11 la» nur drn willkfirlich gewählt werden können. 

Ci bt das Quadrat des Halbrocasers einer Kngel, auf der die gante 
Karve, und also natürlich auch ihre Endpankte sein nifiM«n. 
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160 19. 6. Kurve von gegebener Länge, deren 



oy dx Ojf ÖS dx djs' 

(4r H- a) y , , ^ 



Vi + J^* + if** 

V i + 1/» - A r ^^^±j^iil_ - 0 

+ ^ + ' dx ivi + + vrrvü ~ • 

Es ist aber 

«« (1 4 /-') = 1 + /2 + = (1 4- ^'2) (1 + «2)^ 

?/' « Vi + _ Dt 

vrTTMh^ 1^1 + vr+T"*'"" Vi H- «** 

(jf + a)« 



^ ' ^ c^a; LVl l/rfTT VM^ 



ß» (« + r) 



V 1 H- «« Vi + 



;] = 0, 



Diese Glachung, welche dos Bveiten Grades nach jer ist, führt 
zwei Konstanten ein, und da dann g bekannt ist, so fahrt die Inte- 
gration von 

1^ = « Vi + 

noch die vierte Konstante ^n, und es werden jetst alle vier Kon- 
stanten in die Wertbe von y, 0- eintreten. A ist dann durch diese 
Werthe ebenfalls bestimmt. 

Man kann übrigens auch wie in VIT. verfahren und hat offenbar 
eben so 

— r — j_ a) Vi H- y * + 

- A(/ - « vr+y«) + c^y = 

oder wenn man Ci lurflcksetst: 



Digitized by Google 



Schwerpunkt am tieisten liegt, etc. 161 

vi+V«+^» vi+^« vr+y*+v5 

— + a) VTTI/M^ + ^« = <^2, 

" Vi + v'^ + ^« Vi + ^' 
<^ + « J_ / (g-f<»)« \ « 

i7r+7*T7» \ Vi + «V Vi + 

— (jg 4- g) 1 Ci a ^ (z 4- 

Vi + «« Vi + V« Vi + Vi +«» Vi 

Pj « (£r 4- a) Vi -f a« = Vi + 
✓« = i [c,« ^ (ir 4. a) VnriT»? - 1; 



= ± ~ y(cia - a Vi + - ^Vl + a^y - ci; 

_l_ r Cjde 

"J Vica - a VTT^ - ^ Vrr^)^ - - * + • 

+ T7-^= ^ [ci« - (a + Vi 4- 

Vi + «• L 

+ y(cia — a Vi 4- «• — Vi 4- — clj = « 4- C3, 
woraus 

c,a-.(a-|-;f)Vl-h«^= j«- ^ 4-2^«"^ . 

oder wenn 

Demnach kann man setzen 

— (a4.if)Vl + ««= yVe * -fe * 



-wo Cf h, k drei willkürliche Konstanten sind und wo 

(- + A = c 

VT+TTfTi ^ 

Dt«ag«rt TaiiatitfuiMliBttBg. XX 
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162 §. 19. 6. Karre Ton gegebener Läoge, deren 

Hieraus 



Demnach sind die Gleichungen der Kurve: 



Ffir CK = 0 ergibt sich hieraus die Formel (e) in §. 9, lY., wie sich 
gehört. 

XII. Hinsichtlich der Entscheidung, obM. M., liat man in §.16, 
HL: «1 = y, t<a = jpj qp = — a Vi -j- «a'^j » = 2; also 

(a + mO Vi -f «/« -f- + — «Vl + Ua'O. 



Alw> 



Ä^J- /^lf.V _ Q_^l^ 1?. i!L 

BO da« das Zdclieii der in den eckigen Klammern stehenden Grösse 
entscheidet. Aber 

dui'« (1 + ui'^ -f ua'y- ' a tt,'^ ~ (1 + V« + Msi'«)^« (1 
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Schwarpimkfe am tiefsten liegt^ eie. 183 



Aber = «Vi ^a, aV« — + 1 + y'* = 

— a«»/« + 1 + «» 4- = 1 + «>, und wann 

VTT^ = ^, 1 + + = (1-1-«*)^«, 

(1 ^j^, •) = TTTW»' 

Bo dasB obige GrSsBe 

(<* + <^) _ 1 / 4- # \ 

= -j. ( . ^ — cg^- ^ )=: (a.j-f;)Vl-|,flt— engl 

Ä_ 

Da wir ein Maximam haben sollen, so muss h ^ 0 sein. 

Xm. Seien nun zwei Grenzkorven gegeben: 
(pi = 0, ifi = 0 für X = xr, 9>s = 0, = 0 fOr 0? = d^. 
Jeiit hat man «i, c, ^, i» bo sa beBtimmen, dasB 



and obige Gleidrangen erfüllt Bind. 

Haben tji, t]^, tij ^3 die Bedentjing in IX., so ist, wenn 0i, ^2 
die Werthe von an den zwei Grenzen: 

i ^ , 8t/'3 , ö^2\ _ 
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164 %, 19. 6. Kurve von gegebener Länge, deren 

, , /aqP2 drji , ^^:2\ . X. /iife ai?3 j_ ö]!:» _ ^ 

wo fi = c, c', Ä, Ä und wo der erste Theil 

ai?., r/do Hl ^7?* _ T7d0 dti rr 

Seist man diM in die letzte Gleichung, so nimmt sie die Gestalt an 

wo nun iHj , ilf.-, M-,]^ M4 dieselben bleiben, wenn =: cfj h 
gesetzt wird. Daraus folgt sofort, dass diese Grössen Null sind, d. h. 

Daraus folgt dann, dass die Elimination von ki , ^2 zwischen diesen 
und der zweiten unserer Gleichungen dasselbe gibt, wie von ^3, 
aus der ersten. Also man hat für die zweite Grenze {x =: 

\dp de de dy) \dt/ de dii dy) \dx dy^ dM ) 

_,/d0d<p dOd(p\ /drp . dip , .dt j\ « 
^W'Si-'WdiJKdi+di^ -^aiV""^' 

V \dy dl dz dy) 

/aqp __dj^ aqp\ _^ dO /dt dtp ccp dt\ _ 
öy' \dx de dx de) ~"d7\dxdy " dä^yj" 
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Schwerpimkt am tiefsten liegt, etc. 165 

Aber 



Vi + y» 

80 daas die gesnohte Kiiire auf dieser (und anch der andern) Grenz- 
knrre nicht aenkreeht steht*). 



Schlassbe merkung. 

XIV. Wie bereits za IX. bemerkt, sind die dort und iu XIII. 
goführten Rechnungen allgemeiner Art, und wir haben sie dessh&lb 
auch in allgemeinen Zeichen durchgeführt. 

Wo also eine ähnliche Aufgabe auftritt, werden wir die an bei- 
den Orten erhaltenen Gleichungen ßofort benutzen können. 

Aus XIIL ergibt sich sofort auch die Bedingung, anter der 
die gesuchte Kurve senkrecht steht auf der Grenzkurve. Es muss 
nämlich (an den Gränzen): 

aein; d. h. 

Katürlich kann man diese Gleichungen auch schreiben: 

oder 
oder 

*) Bs wir« dant nStiiig» da« 
flülhin jt SS — Jka'i was unmöglich ist. 



Vi 4- + 
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166 §. 20. Kfbrzesto Lmie auf einer krummen Oberfläche. 

Dass diese Bedingungen in YIII. erfüllt sind, ist sofort ersieht- 
lichi da (weü v = 0 an den Gränzen) 

— Vi + ^ ~ Vi + y ^' + 

✓ 0 s= 4- a) / Vi +.^3 + ✓» 
§. 20. 

KllxMte Unie auf etaier knunmen ObexUliflie. 



L Auf der krommen OberflSe&e, dcircB Gleichung (in redit- 
winkeUgen Koordinaten) 

« = 0 (ft) 

ist, soll die kürzeste Linie bestimmt werden. 
Hier ist (§. 13, H.) 

« = Vi + y't + j's + =/ + Ar, 

and 

ey 57 d# 

woraus durch Elimination von A: 

8«; d df dv d df 



(b) 



Ö^r rfic dx dt^ 

Da, weil t; = 0 an den Gränaen, fOr diese 

80 steht die gemehte Kurve auf etwaigen Grenzknrven senkreeht 
Hiaaidililicli der Entaeheidnng, ob M. M., hat man (§. 17, lY.) die 
GrdMe 



d. h. 



\^ä^y dy'de' dy djs ^ de'^ \dy) 

in Bezug auf ihr Zeichen in nntennehen« Da aber diese Gröese 
gleich 
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§. 20. Kürzeste Linie auf einer kmmmen Oberfläche. 167 

aüflO immer positiv .ist, so kann nur von einem Minimum die Rede 
Bein. Hierbei ist selbstverBtändlich, dass wenn die kürzeste (geodä- 
tische) Linie vom Punkte A zum Punkte B geht, und 6* in derselben 
zwischen A und B liegt, das Stäck A C auch die kürzeste Linie zwi- 
schen A und C ist. 

IL Aua der Eigenschaft, dass die kürzeste Linie auf der Grenz- 
kui've senkrecht steht, lässt sich sofort ein interessanter Satz folgern. 

Zieht man nämlich (natürlich auf der betrachteten Oberfläche) 
eine (beliebige) Menge geodätischer Linien von demselben Punkte A 
aus, nimmt auf allen dieselbe Länge L von A aus, und verbindet 
die Endpunkte, so erhält man eine Kurve, welche auf allen geodäti- 
schen Linien senkrecht steht. 

Denn betrachtet man diese Kurve als gegeben , so müssen alle 
die gezogenen geodätischen Linien an ihr enden, und es kann jede, 
da sie alle gleich lang sind, als die kürzeste Entfernung des Punk- 
tes A von jener Kurve angesehen werden» steht folglich auf der 
Grenzkurve senkrecht. 

in. Die Gleichung (b) drückt eine Haupteigen schaft der geodäti- 
schen Kurve aus , die nämlich , dass die Krümmungsebene dieser 
Kurve zugleich Normalebene der krummen Fläche sei. 

Die Gleichung der Krümmungsebene ist nämlich 

die der Tangentialebeiie an die krumme FlAohe (in demselben 
Ponlcte): 

und die Bedingung, dass beide auf einander senkrecht stehen: 
Aber es ist auch 

so dass obige Gleichung heisst * 

[(✓y - - + K^y" - »V") ^ + »'T 1^ = 0. 

IMe (b) ist 

If [»"(1+ + V») - /(yy + 
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168 §> 30. Köneate Linie auf einer krammen Oberfläche. 

d. h. 

was eben obige BedingongBglfiiohiiiig üi. 

IV. Die Anzahl der durch Integration eintretenden willkür- 
lichen Konstanten ist hier nur zwei. Im Falle von Grenzgleichun- 
gen wird man im Grunde auf die Formeln des ersten Abschnitts 
(Entscheidung betreffend) zurückgreifen müssen, also z als durch X 
und y mittelst (a) gegeben ansehen und dann die Untersuchung so 
führen, als ob nur eine Funktion {y) gesucht wäre. Die Grenzkur- 
ven entsprechen dann je einer Gleichung zwischen x und y an den 
Grenzen *). 

Von dieser Anschauung aus hätte man in §. 3, III. 

zu setsem, mflssto aber dabei / aus 9 = 0 eraeiieii. Heisst leiitere 
Gleiehung aufgelöst: 

so wire 



Folglich wäre in §. 3, III. 

der dy dx VÖy' 0/ 

wo 

dif d_ / d(p , A de^ djp 

8y öy \a» dy dtf dy' 

j dw ci w , 

und durch + "^^^ ersetien wäre. Diese Gleicbong heisst 

anob 

df d/ _ d df ä df d£ d d/ 

dif dy dx dy' cy' dx dz' d/ dx dy' ~~ * 



*) Sind ^ s= 0, V SS 0 die Oldehmigeii der einen Greoskarve, ao 
musB man in ^ die GrStM « deieh « ead y «netit doiken und die m er- 
haltene Gleichung ^ s 0 iife die eine Gleidrang an der betceffnden Greese. 
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§, 20. Kürzeste Linie auf einer krummen Oberfläche. 169 

oder 

dx dy' dy dx djs' [jdxdy dy^ dxdy 

d. h. ist die (b), wenn man beachtet, dass v = m — 
Sind nun 

y = ^ (ar, c, , Ca), g ^ i^i (», Cj, cj) 
die Integralgleichungen unseres Problems, so ist die erste dieser 
Gleichungen auch die Integralgleichung der obigen Gleichung, d. h. 
der Gleichung (b), wenn man darin z ersetzt hat. 

Demgemäss wird man in §. 4, V. untersuchen, ob sich m so be- 
stimmen lasse, dass 

dt dt 

ä^ + '^^ä^ 

innerhalb der Integrationegrenzen nicht Null so. 

Bei der Entscheidung im Falle Ton Grenibedingungen wird 
man den Vorschriften des §. 6 gemäss verfahren, wenn man im ein- 
zelnen Falle es nidit vorzieht, durch neue Wahl der Koordinaten die 
Bedingnngsgleichung zu entfernen, wodurch die Aufgabe geradezu 
auf die des eroten Abschnittes zurfickgefdhrt ist. 

Ktlrzeste Kurve auf einer KngeL 

V. Ißt 

+ y** + = r> 

die Gleichung der Kugel, so ist die (b): 

d t/ d z' 

Vi ^_ y'J ^- ^dX Vi + + yt 

woraus 

Mff -^yi^ =zci^ Vi -f y'» -H A 

Daneben ist 

» H- 2/3/' -f- J»** = 0, y/ 4- = — i». 
Man hat nun 

e^y'^ — 2yzy'e' + y^/a = c«(l -f $'^) 
y^y"^ -f- 2yzy'z' + ^'z"^ = x^ 

V + (1 + + V*) = + + + c} (1 + sf'« + 
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170 §. 20. Klfafzesto Linie auf einer krummen Oberflache. 



r2 — — 
so dasB 



rVr« — <?,» — »« 

^^rc-j -3 

1 +r*^<^ 77 



C2 



(r — cf) (r'^ — :r2) _ (r^^ — x^) 

Dies ist die Gleichung einer durch den Mittelpunkt gehenden Ebene, 
lo dasB die gerachte Kurve ein gröseter Kreis der Kogel ist 

VI. Wir wollen nur Uebung den besondem Fall betnM^tent 
da auf der Kugel von einem bestimmten Pimkte aus auf einen 
grösBten Kreis eine kürzeste Linie soll gesogen werden. 

Wir wählen die Polarooordinaien Abb §. 9, XII., wo wir Jedoch 
diö yiT -Ebene bdt Ebene des Aeqnaiors wihlen^ diö sr-Aze in den 
Anfimgsmeridian legen nnd die LSnge von der #-Aze gegen die 
y-Aze iSblen, Dann ist 

xssrsinß, y = reo8ßsmXj g = rcosßcosX, 

und mittelst dieser Grössen hi> die Gleichung der Kugel identisch 
erfüllt. Daraus folgt, wenn man etwa ß als Funktion von A an- 
sieht : 



Digitized by Google 



§. 20. Kürzeste Linie auf einer kmnimeii Oberfläche. 171 
so dfWB die Differentialgleichung der Ennre ist: 

rcos^ß = c, y + coi'ß, cl = cos*ß - cl cos^ß, 

' ci II = ± «w/J Vr««w«/3 — cf . . . . (d) 

wo nun ein Zeichenwechsel dann eintritt, wenn r'^cos^ß = Cj, 
r co$ß = Cl (da q ^ 0 ist Aus dieser Gleichung folgt 

, r dß 

^arc(tg==-y.J^^^L^)=^X 
- Vr^cos^ß — c«/ 

Da nun der Zeichenwechsel vor sich geht, wenn COS^ß = f|, und 
also die erste Seite dann springt, so folgt hieraus 

yr^coa^ß — e} 

wo man, wefl fiEür s=s eo eb ZeidbanweehBel eintriit, Tom 

Dofpelieioheii abmhen darf. 
Hieraus 

1 4. r*cw«/> — c? _ (r^'-cDcos^ß 



d.h. 



und mithin 



= 1 + oÄ^(A + <^ = 



•TL 



= V^'-£Lgm(A + c^, . . . . (dO 

wo wir nun ebenfalls kein Doppelzeichen setzen, indem wir die Be- 
dingung, daas Cl 0 sein müsse, fallen lassen wollen. (Ein Zei- 
chenwechsel tritt im Laufe der Kurve nur in Folge der natürlichen 
Zeicheuwechsel der trigonometrischen Funktionen ein, nämlich für 
ß' bei cos(X -j- Ca) = 0; aber es könnte möglicher Weise dem ganzen 
Ausdruck das — Zeichen vorzusetien sein.) Aua (dO folgt auch, 
da ß zwischen — and -|- J«: 

Setst man cj >• 0 vorausi so muss X beständig wachsen mit waduwn« 
den Bogen« 
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172 §. 20. Kürzeste Linie auf einer krummen Oberfläche. 

ß == arc\t9 r=a ^^^^ ^ 9in{k + c^)] . . (d") 

Sind die. (Polar-) Eoordmalen des fesien Ponkies /3t, At, so ist 

4- = ■ , — r, also die (d'): tgß = tgp\ . ^ , — ddO 

Wir wollen nun den grösstcn Kreis, auf den d^e kürzeste Linie 
gesogen werden soll, als den Aufangs-Meridian (Ebene der Xß) neh- 
men. Dann ist seine Gleichung 

A = 0, 

und es moss nun noch ^ (bequemer: e) so bestimmt werden, dass 



cos'^ß + ß'^dX ein Minimum. 



Daraus ($. 7, YUI.): 

Aber aus (di) oder (d"), wenn z. B. . \ — r = ft: 

dß _ l L^n .\ tgßiC08{Xii-c)sin(X + c) -] 

— k) ^, cos (A -f c) 

l+fft»«»H^H-0«»(Ai-|- c)' ^ "~ l4-fi««i»2(^+c)' 

1 -f- f*««Ä»«(A+«) L 1 + f**««»(A4-c)J 

dß_ _ ft«cQ8(A + c) stn(Ai— A) 1 

Veos^ß + /3'> ~ V 1 + I»» + 1 + f*««t»H^ + c)* 

Demsach muss 

Vi + ft*»»(Ai + c) [14- fi^fimac]. ~ 
sein, woraus nur 

cosc = 0 iß) 
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§. 20. Kürzeste Linie auf einer knupien OberMohe. 173 

folgt. Zugleich ist 

<i ft'coscamAi 

"~ de Vi -1- I*« + c) [1 + fi» at»»«] • 
in welcher Grösse nach geschehene]^ Bifferensining oo86 = 0 zu 
setsen ist Dadurch erhSlt sie dasaelbe Zeichen wie 

|Lt^sinc8tnA| 

Vi + fi2s«w(Ai -l-c)[l +/i2stn'»c]* 

d. b. wie ■ . ^, i — r — . : — ' = t</ Ai . 

Für ein wirklidiee liGnimnm man also <^ A| 0 seih. 
Die Gleichung der Enrre iit nun 

und die Breite des Endpunktes (bei A r= 0) ist durch 

gegeben. Dass tg > 0, also hier ^jr sein soll, wird leicht 

dadurch begreiflich, dass k = 0 die Ebene des Anfangs- Meridians 
und dessen, der 180^ entspricht, darstellt 

Kürseste Linie anf einem Ereissylinder. 

YII. Der Zylinder stehe senkrecht auf der ««-Ebene und sei 

-f = r» 

seine Gleichung. Führen wir hier fär x und e die Werthe 

» =s reosm, » = rm'no 

ein, so ist die Gleichung des Zyliuders überflüssig. Dann ist a als 

"dv 

unabliäugig ansnsehen und da hier ^ = 0, also 



*) Ist ßi = 0, d. h. der gewählte Punkt im Aequator, so folgt danmi 
auch /i = 0^ d. b. der Aequator ist selbst die geodätische Linie. 
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174 §. 21. Geodätische Linie auf der Erdfläche. 

BO ist 

£■ sind also die Gleiehungen der Kunre: 

er 



1 — c> 

Bas zeigt eine Sehnrnbenlinie an. 



§. 21. 

Geodätische Idnie auf der Srdflftdie. 

I. Wir sehen die Erdflftohe als entstanden durch Rotation 
einer Ellipse^ deren Halbaxen a und h sind, um ihre kleine Aza (ßb) 
an. Bann ist die Gleiehnng derselben bei der bekannten Wahl der 
Aze: 

Die Ebene der t/;? ist die des Aequators, dessen Halbmesser a 
ist; h ist die halbe Erdaxe, deren Richtung die Axe der x ist. Die 
Punkte, in denen die Erdaxe die Erde trifft, sind die Pole, und zwar 
der Nordpol = Ende der positiven a;-Axe, Südpol = Ende der ne- 
gativen a;-Axe. Eine Ebene durch die Erdaxe schneidet die Erde in 
einem Meridian. 

Wir fähren nun andere Koordinaten statt obiger ein, n&mlich 

den Winkel ß, welchen die Konnale im Punkte (o?, y, 0) mit 
der Ebene des Aeqnatcn maeht, weldien wir yfm — |9r bis 
4- l^r rechnen (positiT auf der ndrdlidien, negativ auf der 
gficOiehen Erdbalfte); 

den Winkel A, den die durch (a;, y, g) gehende halbe Meridian- 
ebene (halbe erzeugende Ellipse) mit der positiven Ebene der 
xe macht; so dass A auch der Winkel ist, den der Schnitt 
des fraglichen Meridians und des Aequators mit der positiven 
ir-Axe macht, wobei wir ihn im Drehungssinne: Axe der z 
gegen die der y rechnen. 

ß heissen wir die geographische Breite, X die geographische 
Länge dee Punktes, und rechnen letatere von 0 bis 2ar. 



$. 21. GeodätiBclie Lude auf der Etdflächa / 175 

Dann ist aus der Geometrie bekannt, dass 
woraus 

Ißsinß aeoeßsml acosßeoBl 

* "~ aVl — eUin^ß* ^ Vi — e^cos'ii' Vi— e2cos2^* 

. a» — l>2 . 
e* = — — . 
a« 

Setzt man noch 

al^a> SS htgß . (b) 

80 erliilt man, wenn «9 ebenfSsJls swischen — * l^r und + 1* gerodi* 
net wird: 

»=ih8hiiü, y^aoosasinXy g = aeosaeoeX , . (c) 

Mittelst dieser Gleichungen wird die Bedingungegleichung (a) über- 
flüssig und man kann die Aufgabe als zum ersten Abschnitt gehörig 
ansehen. 

Sieht man X als Funktion von.fi} an, so ist 
BO da88 



fV 



6^ 



OH 

ein Minimiim werden soll, ■n.'i'-rins folct (§. VI.) 



oder wenn M = a'(l -^e^) gesetat wird: 

aeoB^o^ SS e^l — e*co«»fl» +• eos*©^^^ . . (d) 

als Gleichung der geodätischen Linie.' Es ist gani BelbetTerstand- 
lich, dass man dieselbe Gleichung aus (b) in §. 20, L gesogen h&tte. 
Daraus folgt aueh 



*) Wollte man a> als Funktion von X ansehen, so hätte man natürlich 
eben so: 

co<* (o {a^ cos^ ut — c^) = c* (1 — e* cos^ at) ^"^^ • 
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176 §. 21. Geodätische Linie auf der Erdflädie. 

Da nie 1 — e>eo9*fi> -\- cos^a^^^^ = 0 werden kann, so 
ist natürlich yon einem Zeichenwechsel in der Formel (d) keine 
Rede, und es folgt daraus, dass immer dasselbe Zeidien liat, wie 
die Konstante c. Demnach ist auch 



dl eVl — e*eos^m 

Dies Alles setzt aber voraus, dass co beständig wachse (wie das an- 
fängliche Integral fordert); im anderen Falle würde das — Zeichen 
anf der zweiten Seite von (d) stehen und damit auch von (d'). Sonst 
würden dieselben Formeln gelten. Man kann also die Formel (ß') 
auch auf diesen allgemeineren Fall erstrecken, muss abw dann auf 
der zweiten Seite einen (möglichen) Zeiehenwechsel anlassen. Dieser 
kann nun nur erfolgen, wenn 

ist* Wir werden also allgemeiner 

dX . , cVl — e^cos-a 

— = ± > . , . . (d) 

cosmVa'^cos^to—c^ 
setaen, wo der Wechsel im Zeichen eintritt, wenn a* eos^a s= ist. 
Fahren wir den Hülfswinkel tp ein, so dass 

asinto = cosq> Va^ — c*, q> von 0 bis «, . . (e) 

so ist 



dX p cVo«(l— e^) -f (gg — c«)g^CQs'y da 

— cVa ^ — e^c'^ — (q^ — c"^) siti^^ tp sin <p 



Da nur zwischen 0 und n liegt, so ist der luletst stehende Bruch 
immer 1 und man hat 

<gA __ cVa* — g«c« Vi — Jfism*<p _ (g' — c«)e« 
dtp + («»— c«)sfn«9> * a» — c»c» * 

Der Zeichenwechsel tritt ein, wenn 

a^C08^&=zc^^ d. h.«»3 9J=0, 

oder nur für 9 = 0 und 9 =: sr. Dies kann Ahrigens eintreten, 
indem etwa 9 bis 0 herabgegangen ist und yon da an wieder wächst. 
Da 
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§. 21. Geodätische Linie auf der ErdÜäche. 177 

acosa— =: — sinw Va^ — c«, also -r- <^0, 
afp ^ 

so folgfc aus (cV), dass nothwendig in den Formeln (d') und (f) die 
Zeichen sich entsprechen, wie dies aus der Ableitung ohnehin klar ist. 

Welches der zwei Zeichen in (f) oder (d') anfänglich gilt, kann, 
natürlich nur im besonderen Falle entschieden werden. Dies gilt 
dann aber so lange, bis simp zu Null wird, worauf, wenn die ge- 
odätische Linie weiter verläuft, das entgegen gesetzte zu wählen ist, 

Dieier eigeutlifiiiifiche Fall, der einen ZäehenwechBel in ^ be- 

pfründet, tritt also dann ein, wenn bei stetig wachsendem A die Grösse 
CO einen grössten (oder kleinsten) Werth erreicht und dann zurück- 
geht. Dass dadurch ein Zeichenwechsel bedingt ist, ist bekannt. G> 
beisst übrigens gewöhnlich die reduzirte Breite. 

Wir werden im i'oigcnden nur den Fall betrachten, da die 
geodätische Linie zwischen zwei festen Punkten gezogen ist. 

Ist 8 der Bogen, so ist 

^ \dg>J ^ a*co8*to^c^ \dq>J 

a*(l — e^cos^ojcgs^o fday a* ^ {iLV {i^Y 

a'co»«® — \dfpj c"^^^ \dm/ \d€p) 

d.k 

= H- Va2 - e^c^ Vi — *««m2 9, . . . (g) 

wo nnn entweder das eine oder andere Zmohen sa wählen ist 

üebrigena ist 

wo nnn die GrSsse aweiter Seite (abgesehen Tom Zdohen) positiv 
ist. Also gilt in (g) das untere Zdohen, wenn 8 und o sngleich 
wachsen, äas obere im anderen Falle. 

Bisngsr, Yaiiatlcnuncliiiiiiig. I2 
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178 §. 21. Geodätische Linie auf der Erdfiäche. 

Die Doppelzcielien in den Formeln (f) und (g) hängen insofern 
anaammen, als die Aenderung in beiden zugleich geschieht, wenn 
man s immer als wachsend ansieht and eben so A, was 'man beides 
wohl darf. 

Azimuth. 

IL Durch irgend einen Punkt der geodätischen Linie wollen 
wir einen Meridian ziehen, der sie schneidet. Der Winkel beider im 
Durchschnittspunkte sei «. Beziehen y, jP sich auf die geodä- 
tische Linie; d^, y', / auf den Meridian (dessen Gleichung A = (7 
ist), so ist 

dva dfo da dm da d& 

cos a =• 



Aber 



dann 

sin'^a z= 



/(Ix dy' dy dx'V- /dx d/ dz dx'V^ /dy d^ dy' deX^ 
\d(a do d(odco/ \d(o d^o dodcoj \dcjdcö den da/ 

dx . dx' , dy , dX 

— =Ocoso, — =hcosG). •Y- = acos(ocosA-z asmasiPiL 

an am da da 

da * da da 

de . , 

Hieraus nun 

«»2 a ^1 cos* 0) -f a ö + a* cos* a ^ J [b^ cos*o-\-a* sin* a] 

/dk\* 

SS <m* a (6* cos* a-^- a* sin* a) ij^j ^ 

oder wegen (d): 

a*co8*ci) /dX\* /dl\^ 
Stn'^a — ^5 — ij^j z=za*eos*a{ — \ , a'^ cos* a sin* a = c^, (h) 
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§. 21. Geodätische Linie auf der Erdfläche. 179 

Diese Gleichung bestimmt a, das Azimuth der geodätischen Linie 
in dem betrcflfendeii Punkte. 

Da der Zeichcuweclisel in den Formeln (d') imd (g) eintritt^ 
wenn a-cos'^G) = c^^ so kann man auch aussagen, er trete ein für 
sin'^a — 1. 

Ist der Anfaugswerth von a bekannt (ö mit seinem Anfangs- 
werthe eben so), so gibt die (h) den Werth der Konstanten c'. 

\Vir wollen das Azimuth a von der nach dem Nordpol gewen- 
deten Seite des Meridians aus gegen die Kichtung des wachsenden 
Bogens rechnen und zwar von 0 bis 7t ^ so dass sin ce ^ 0. 

Da — nicht Null werden kann (bo lange nicht cdberhaiiptNiü] 

et d CO 

ist) und -;— = 00 nur für — r s 0 eintritt, so hat X kein MATjw^^m 
dm dl 

oder Mi Timi^™ und nur co hat ein solches (möglicherweise). Also 
kann man X im ganzen Verlaufe der geodätischen Linie als bestän- 
dig wachsend oder abnehmend ansehen. 

Da femer ß und o zugleich wachsen und zugleich abnehmen, 
80 wird mau leicht folgende Sätze als richtig erkennen. 

1. Geht der wachsende Bogen im Sinne wachsender A , so ist 
a so lange ein spitaer Winkel als ß wächst, und wird stumpf, wenn 
ß abnimmt. 

2. Geht der wachsende Bogen im Sinne abnehmender so ist 
a ein spitzer Winkel, wenn ß wächst, ein stumpfer, wenn ß ab* 
nimmt» 

Daraus folgt, dass in allen Fällen a spitz ist, wenn ß (also cd) 
wächst; stumpf, wenn ß (d) abnimmt, 
d A 

Nun ist -T— ^ 0 1 wenn A und d zugleich wachsen, oder zu- 

gleich abnehmen ; negativ im anderen Falle. Demnach, wenn a spitz 

ist, wird ^ Z> 0 sein, wenn der Bogen mit A wächst; dagegen 
aCD 

negativ, wenn der wachsende Bogen nach derBichtung abnehmender 

dA • 

A geht; wenn a stumpf ist, wird — >> 0 sein, wenn der Bogen 

d CO 

nach der Richtung abnehmender k gewendet ist; positiv, wenn er 
nach der Bichtung wachsender A geht. 

Ileissen wir die Richtung .wachsender A die von „West gegen 
Ost" und bezeichnen sie durch die Richtung links nach rechts in 
unserer Zeichnung; ist Ä Anfangs-, .S£ndpunkt des Bogens; P der 

13* 
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180 §• 21. Geodätische Linie auf der £rdiiäche. 

Nordpol; M ein beliebiger Punkt der geodätischen Linie, so gebra 
die folgenden Figuren die genannten Fülle an : 

V <o. p m.^ < 0. Piv.^ >o. 






Natürlich ist nicht gmneint, dass in der ganzen Ausdehntmg 
der geodätischen Linie cc immer spitz oder immer stumpf sein müsse. 
In den yiet Fällen ist (für den Punkt M)i 

ds . ^ ds ^ ^ äs ^ ^ ds ^ ^ 

ä5>»' SSX»' 55;<«' 55<«' 

ds . . 

d. h. es ist positiv, so lange tx spitz ist, und wird negativ, wenn 
a stumpf wird. 

III. Setoen wir für c die Grösse a^, wo Q nur positiv ist» und 
nehmen an: 

1) Es sei das Azimuth im Anfangspunkte des Bogens spita, so 
ist anfänglich • 

wenn der Bogea von West gegen Ost geht; 

_i_ ^ \r^ n Vi— 3fe««m«9 



wenn der Bogen von Ost gegen West geht} 

Ii = _ a Vi — e*^* Vi— ik'«tii*9 

in beiden Fällen. 

2) Es sei das Azimuth im Anfangspunkte des Bogens stumpf, 
so ist anfänglich 



d(p ' ^ ' Q'--{-il — Q*)9m^tp' 

wenn der Bogen von West gegen Ost geht; 

_ _ \r. -r-. Vi —k'^sin^cp 



dip ' ^ + 

wenn der Bogen von Ost gegen West geht; 



Digitized by Google 



§. 21. Geodätische Linie auf der Eidfläche. 181 

|i = -i- a Vi— Vl — k^sin^(p 

in beiden Fällen. , 

Das Zeichen bleibt so lange dasselbe bis « zu 90^ wird, d. h. 
bis «t» 9> s= 0 wird, von wo an dann das entgegen gesetste zu 

wählen ißt; = 

3) Ist nnn aber das An&ngsammuth selbst 90^, so kann man 
einen oder den anderen obiger Fälle wählen. Die Entscheidung 
läset sich durch folgende Betrachtung fällen. Ans (h) folgt, dass 
dann im Anfang c* = a'cos' o ist, A, h, sin q> sss 0. Dies ist der 
Fall för 9 =s 0, oder q> = «, Der Fall 9 = 0 setzt in (e) noth- 
wendig lo ]> 0, der Fidl. qt = x aber a<^0 voraus, so dass erste- 
rer nur auf der nördlichen, letzterer nur auf der südlichen Erdhälfte 
eintreten kann. 

<p aber wwd 0, wenn dieser Winkel vor ^esem Werthe ab- 
nahm und nachher wächst ; derselbe wird « im umgekehrten Falle. 
Dankt man sich die geodätisdie Linie als nach rfickwärts verlängert, 

_ ds 
so ist im ersten Falle kurz vor dem An£euig8punkte ^ negativ, 

nachher positiv; während im anderen Falle die Dinge sich umgekehrt 
verhalten. 

Daraus folgt, dass auf der nördlichen Erdhälfte dieser Fall zum 
obigen zweiten, auf der sttdlichen aber zum ersten zu rechnen ist 

Berechnung des Bogens. 

lY. Sei 9i der Anfimgswerth von 9, 9« der Endwerth, ge- 
zogen aus dm Gleichungen 

sin (Ol = cos q>i Vi — p«, Bin ch = cos tp^ Vi — Q*t 

80 wird, insofern nicht der Werth 

,cos (ü = Q (ain 9 = 0, wenn q = cos g>i sin Ui) 

innerhalb der Ausddbnung des geodätischen Bogens möglidi ist, der 
Bogen 8 sein, wenn Ui das Anfimgsazimuth: 

S= — a Vi — e» [E(q>i,k) - k)], wenn < ^ 

' (i) 

S= a Vi -«2^« IE (9,, *) - Eicpi, wenn «1 > I 

Für «1 s Jsr gilt die zweite Formel auf der nördlichen,, die erste 
auf der südliehen Erdhälfte* 



« 



Digitized by Google 



182 §. 21. Geodätische Linie auf der Erdfläche. 

lät aber der Werth sin 97 = 0 möglich muerhalb der Grenzen 
des Bogens, so ist 

/ /» ^ 

wenn «i <C — , 



/ ^ 



^ TT 

wenn a\ 



(i') 



Demnach (in diesem Falle) 
15 = oVl— e»p«[i7(9>i,]fe) + wenn «1 < |, 

filrsa Vi — ^? [2 £(«, Ä5) — jB(9P„&)], wennai 

Für «1 = dnd diese Fomeln nicht zulässig*) (oder aber sie 
müflsten jetit in ihrer Beziehung zur ndrdüchen oder südlichen Erd- 
hfilfte vertauscht werden). 

In den Anwendungen liegt die Aufgabe immer so, dass man 51 
kennt, nebet «i, tpi (eh)» uiid daraus 9s, fita berechnen will. Da 
somit E (9>i , h) als bekannt darf angesehen werden, so wird sich 
in allen Fällen leicht «itscheiden lassen, ob der Fall (i) oder (i') ein- 
tritt, da für «i < j 



bei (i) S < a Vl—e^Q^E((pi , Ä); bei (i') S>aVl--c^Q^E (9, , Ä); 



Är«i>| 



bei (i) S<aVl — e^ [-£(«,*) — £(9i,*)]; 
bei (i') S>a Vi — e^^lE(7e, k) — E(<pu Jo)]' 

Berechnung der Längendifferenz. 

y. Ist nicht innerhalb der geodätischen Linie a s= ^tc (was 
in lY. entschieden), so ist«, wenn — die Längendiffiareoz: 



*) Die Darstellung setzt voraus , dass im Laufe der geodütischeu Linie 
« SS Lff Torkoimiie, wie dies für = In in (!) aufgefasst ist. Desshalb 
man dear Fall = |7i nur nach (i) behandelt werdm, wo dsmi pi = 0 
auf der nSrdiichen, ^ = n tmt der s&dlichen Bcdbilfte iit. 
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§. 21. Geodätische Linie auf der ErdÜäclie. 183 

Vi— l-^sm^ , ^% 



Vi 



~ =± g Vl-e^ + (1-g^) ^ > ^ ^- ' 

Ist aber a = ^7C möglich innerkalb der geodätischen Linie: 

0 ________ 



r Vi— Ä;2sm2qp -] ■« 

— / : . , dw\, wenn «■ -< — , 

71 

. 1/ r r Vl—k^si)i'^ (p , 

JFi - 

— / a . „X . , t^y L wenn «i > Ix 

Der Fall «, = l:r ist zu dem ersten der zweierlei Fälle zu 
rechnen. Hinsichtlich der Doppelzeicheu ist die Entscheidung eben- 
fallp gefällt, indem jeweils das obere gilt, wenn Ag. — positiv ist. 

£b ist nun aber 

y l^k^sin^q) 1 — sin- (p 



^* 4- (1 — Q^) $in^ (p 93 _|. (1 _ ^2) st»2 (p yi^k%sin*(p 

— L 1 _ ^» + 1 - Qijgi + (1 - ^«)«»«yjyi_*äi«iii>9, 

■~L 1 — ^^e«"^ 1 — ^3 4_ (1 _ ^2) sin^ yJl/i _ Ä« 
Demnach 

woraus sich nun leicht die Werthe von Aj — Ai ergeben. 
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184 §«21. Geodätische Linie auf der Erdfläche. 

Endgiltige ZusamiiiensieUuiig für die Anwendang. 

VI. Sei S bekannt, eben so (pi, «i ; gesucht: qp2 , die Längen- 
diffcreiiz, die wir kurzweg X heissen wollen, und 02 das Azimuth 
im Endpunkte. 



1. Wenn «1 < 5«, S < aVl—e^Q^ £(9>i,*): 
Vi — e*(f^ 



2. Wenn Ck < |«, S> aVl— e»^» E(<pi,h): 
± ^ = y ^ ^, [J^ ( y 1 . fe) + (92 , m 

-J7Tb?["(-^'')+''('-^'*» 

sin aj = — ^ » «2 i> 5 



8. Wenn «1 > far, S < aVl— e*^* — Jgf(9i,*)]: 

4. Wenn «i > J«, fli > «V^l— c«^« [jr(jr,Jfe) — £(^Pi, 
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§.21. Geodätische Linie auf der Erdüäclie. 185 
VI — e^Q^ 

sin €tt , <; i sr. 

cos ©3 " 

5. Wenn «i s fltr die nfirdUche Hftlfle der Erde: 

6. Wenn Ui = Ix für die südliche Erdhälfte: 



COS OOf 



Hierbei ist das Doppelzeiohen an A Immer derart za wfthlen, 
dass A >• 0 auaiUlti Femer ist 

cos 9 y^i ^2 = si» fiJi aiflf o = b 

Bemerkungen in Bezug auf Bessels Auflösung. 

VIL B«BBel hat die hier geUtate Aufgabe eljenfalla geldsi Seine 
AvflÖBimg iat inaofiani imtdlatindig, als sie jo nur dnen Fall 
(nämlich den ersten, and den dritten unserer obigen Ffille) beachtet. 
Es rührt dies daher, dass sein sphärisches Breieck unter gewissen 
Bedingungen zwei Auflösungen zulääst. In unserer Betrachtung sind 
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diese Fälle alle genau festgestellt, und zwar so wie sie für die An- 
wendungen nöthig sind. 

Bessel findet 



S = a I Vi — c- -f cos'^ m sin^ (M -f ö^, 

, . V . sin coi sin ca, 

wo smm^tos ch smai (iinBer q\ n» Jf = ~ ■—/■ - 

^ cosm Yl 

Da auch 

jf ^ ■ . 

so kann man offenbar I£=\x — tpi setzen, wodurch sich Besaels 
Formel auf unsere reduzirt. 

Eine Darstellung der Besseischen Formein gibt G runer t in: 
„Elemente der ebenen , sphärischen und sphäroidischen Trigono- 
metrie.*^ Die dortigen Formeln (474) auf S. 265 sind 

ds , a cos CO V 1 — e^co8*io 

stn acosa = stn cos coi , 




von denen gesagt ist, dass das obere Zeichen gili^ wenn <C 
das untere, wenn ai ^ \7e. Die zweite dieaer Formeln ist unsere 
Formel (g), wobei aber der FaU eo$ & ^ Q noch weiter nnteraooht 
werden mnaate. Die dritte ist die Formel (d'), bei dei* dasselbe an- 
zumerken ist. Der Fall, da % = ist in obigen Formeln gar 
nicht erledigt. 

N. 

Besonderer Fall, da 02 = Oi (91^ = 91). 

Vlll. Dieeer Fall kann in der gewöhnlichen DarsteUnng gar 
nieht erledigt werden. Für uns gehört er in 7L zum zweiten oder 
Tiflrten. Der Fall ai = fsr ^9^1 = 0) ist diesmal nicht zulässig flQr 
die nördliche Erdhälfte. Jetzt liagt natürlich ein Mi^^inrnm von 
d (a = I«) innerhalb der geodätischen Linie. 
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§. 22. 1. Leitende Kurve des grössten Zylinders. 187 

§. 22. 

!• Leitende Eonre des grössten Zylinders. 

L £b Bind zwei parallele Ebenen von der Entfernung h ge- 
geben nnd in einer derselben ein fester Punkt. Durcb letzteren soll 
eine Kurve gelegt werden , welche an der anderen Ebene endet nnd 
bis dorthin die llänge L hat, so beschaffen, dass, wenn sie als lei- 
tende Knrve einer Zylinderfläche angesehen wird, deren erzeugende 
Gerade senkrechi auf beiden Ebenen stehen, das Stück der Zylinder- 
flftche zwischen beiden Ebenen ein Marimwm sei 

Wir nehmen den gegebenen Punkt zum Koordinatenanfung, die 
eine der Ebenen . in der er liegt , zur Ebene der xy. Dann ist der 
Flächeninhalt zwischen beiden Ebenen gleich 

während 

c 

ist. Dabei wird x.y ^ 0 vorausgesetzt und der Kurvenbogen wach- 
send mit wachsendem x. Also ist (§. 10, lY.) 

und (§. 13, I.) 
d. h. 

Die letzte Gleichung liefert 
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188 §. 22. Leitende Kurve des giössten Zylinders, 
und dann 

y + y' y r-, — i y' _ gl _ .. 
Vl+yS-vr+yi VTW*~i±Va'-c}- 

woraus 

Um hinsichtlich der Doppelzcicben r inc Entsclieidiing zu haben, 
suchen wii- die wegen des iVI. M. Dazu int (§. 17, II.) 

ay'2' 

Ako mu9S nothwendig a < 0 sein, damit ^ < 0; dann aber 
mnss anch 



negativ sein. Daza gehört, dass 

Vi + + + «VlTy^ < 0 («) 
Bei innerhalb der ganzen Ausdehnung der Integration. 

Aub der GleiÖhnng 
folgt nun (weüa<0), dasB das nntere Zeichen gelten m^sse, so dass 

IT - ^ c^vi + y« 

Weiter ist 

also haben wegen (a) und Ci verschiedenes Zeichen , was der 1 aii 
ist, wenn 

1 - Va'-c! < 0 . (a') 
Nun ist, weil die Kurve durch den Koordinatenan£uig geht: 

"^-vTr^'"' ' ^ + vi-i^Va^-ci ' 
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§. 22. Leitende Kurve des grössten Zylinders, 
wo sich die Zeichen entcrpreclieii. Dabei igt (wegen (a')] 



189 



1— Va«— 



80 dass 



Vi - 1/(1 - V^a^— cj^' 



Die gesuchte Kurve ist demnach eine Gerade. Dabei muss für 
X = iCj : JET =: Ä sein. 

Behalten wir in (a^ die nnteren Zeichen bei (was o£fonbar ge- 
nflgt), BO hat man nnn noch Ci, Cj, bo an bestinunen, daas 

X« 



/dx = Max. und h = . . .- 

• V iVa^ — ci — ly — clVa'^ - c} 

Aber 



V i -f- 3^'=« ^ ^'2 = ~ 



a(Vä^:=7[- 1) 



^ l/a2 — c2 ]/ (Va« — Oj' — 1)2 — c/ 



h. 



Da wir ^ 0 nehmen, so haben 0s nnd gleiches Zeichen. 

Tn dem eben gefundenen Ausdruck kommt Ci nicht vor; eine 
nähere Bestimmung dieser Grösse ist also nlclit mö^dich. Bestimmen 
wir dann Ct so, dass dieselbe ein Maximum ist, so haben wir 



190 ' 22. 2. Aufgabe zu §. 3, Yill. 

welcher Gleichung, da nicht a = 0, eben so nicht 1 = Vö* — c'» 
nicht genügt, werden kann. Die Aufgabe hat also keine Auflösung. 

2. Aufgabe zu §. 3, YIU. 

IL Unter allen ebenen, auf dasselbe rechtwinklige Koordinaten- 
Kystom bezogenen Kurven die zu finden, für welche in jedem Punkte 
y {x — y) ein Maximum ist (grösser ist, als für irgend eine andere 
bei demselben x). 

Da 

d /' 
80 kann man andi 

y*[y -f (X ~ 2y)y] dx 

a 

ZU einem Maximum machen, wo a eine (beliebige, aber) unveraiuler- 
liche Grösse, die obere Grenze x dagegen zwar willkürlich, aber für 
unsere dermalige JJelrachtung als fest anzusehen ist. Dabei ist aber 
der Werth von y für die obere Grenze nicht als gegeben anzusehen. 

Die Gleichung (1) des §. 3 ist hier identisch erfüllt, indem 
Aber in §. 3 hatte man jetzt nicht das Recht 

zu setzen, weil nicht = 0 war; also mviss noch 

seiu (allerdings'eigentlich nur an der oberen Grenze, also doch flGbr 
jedes x). Die gesuchte Kurve hat also zur Gleichung 

Wie bereits in §. 3, Vlll. bemerkt, gehört diese Aufgabe nicht 
hierlier. Sie kann auch ganz nach der elementaren Theorie der 
IVIaxima und JMinima gelöst werden, wenn man x fest denkt und 
nach y differenzirt. 
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§. 22. B. Andere Aut'gabeu dieser Art 191 

3. Andere Aufgaben dieser Art (zu §. 12, VI.). 

III. Von den festen Pimkten Ä und die in der Abszissen- 
axe liegen, sind Senkrechte auf letztere gezogen. Man soll eine 
Kurve Buchen so, daes wenn man in einem beliebigen Punkte jlf 
derselben eine Tangrente zieht, welche die vorhin genannten Senk- 
rechten in R und S trifTt. das Product AB, BS grösser sei, als fär 
jede andere durch M gehende Kurye. 

Sind Xf. ydie (als fest angesehenen) Koordinaten TonJf^ so findet 
sidi sofort 

ÄE,BS = (y - xy') [j, -\- (a—x) y'], 

wenn man Ä als Koordinatenanfang, AB = a annimmt. Hier bleibt 
also bloB willkürlich (fOr die yerschiedenen durch M gehenden 
Kurren) und man wird also (als Funktion >on X und jf) so be- 
stimmen, dass obiges Produkt ein Maximum. 

Die zwei ersten Differentialquotienten (nach y') desselben sind; 

asf — 2a«y -f 2a? {xj/ — y); — 2ax -|- 2xK 

Also muss 

ay — 2axy' -f 2x {xy' — = 0 

sein, d* h* 

2x(a:-a)y'-(2a;-a)y = 0, Z(y) = c-1- f ^^^^^dx 

= c -h JU«(«— «)]. 

so dass 

= cx (x — a) 

^e 61eichnn|f derKurre ist, wobei e ganz beliebig bleibt. DieOrösse 

— 2ax + 2*2 =1 %x {x — a) 

ist (bei positivem o;) negativ, insofern x <i 0,^ also insofern Jlf 
zwischen den beiden Senkrechten liegt. Insoweit hat 'man dn 
Maximum. 

^ x^ 

IV. Unter allen Kurven , fOr welche — x'^ denselben Werth 

A hat, diejenige zu suchen, für iwslche das aus einer Kormale und 
den beiden Koordinatenaxen gebildete Dreieck ein M. M. ist. 



9 
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192 §. 22. Leitende Kurve des grössteu Zylinders. 
Die Gleichimg der Komiale ist ' 

-y)y' -f- X — X = 0; 

dieselbe schneidet die Axen in den Punkten : 

« + yy'. Oi 0, y -I- ^, 

so dass das firagliehe Dreieek gleich 

ist. Die Gleichung 

^-<^ = A (b) 

bestimmt y als Funktion von X mit einer willkürliclien Konstanten Cj 
diese muss nun so bestimmt werden , dass (bei jedem x) 

i — ' f ein M. BL 

wird. Dazu ^^ hört, dass 

— 7 — Vdi + ^^d~c) 75—0^ - 

während zugleich wegen (b): 

7ÖC y'« ac • de tf de' 

Bo dass 

(-+l/iO[4|^-(« + *yOii,g] = o. 

Hieraus entweder 

jB-]-2// = 0, oder 4^^^ — • (« + yyO == 0. 

Die erste Gleichung liefert 

+ y» s=sc, 

die zweite 

Da die (b) zugleich erfüllt sein muss , so bestimmt sich jeweils 
c, und zwar im ersten Falle c = — Ä; im zweiten c = -}- -4* 

Uebrigens findet sieh ans (b): 
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also 

^ cx 0 ^ ^ y c 

was zweimal nach tr differenzirt gibt 

± -i^^ (3c - l)a;/iT^. .± ß gc« - c + fl. 



2cV 



Setzt man Ersteres Null, so ist 

entweder 1 4" c = ^^'^ — } ^ ^' 

Von diesen Gleichungen ist die erste unzulässig, da dann ja die 
Grösse, die ein M. M. werden sollte, zu Null wird; die zweite gpbt 
3 c = 1 1 also 

Demnacli ist 

3y2 = ii + (c) 

in der Lage, ein M. M. zu geben und zwai- gibt 

y = V|(J. H~ ^ Minimuni, 
y = — V J ( -|- «*) ein Maximum. 

Da im Allgemeinen y (und auch y') positiv zu nehmen ist, so 
wird nur der erste dieser zwei FfiUe zu beaohteh Bein. Die Kurve 

(c) ist eine Hyperbel. 

4. Kurve der grössten Geschwindigkeit. 

V. In einer vertikalen Ebene sind zwei leste Punkte gegeben. 
Mau Süll in derselben eine durch diese Punkte gehende Kurve zeich- 
nen , so beschaÖcn , dass wenn ein schwerer Punkt längs derselben 
herabfällt und dabei einen Wldert>tand in seiner (Bewegungs-) Rich- 
tung , proj^ortional einer l'uiiktiou der Geschwindigkeit, erleidet, die 
Geschwindigkeit im Endpunkte ein Maximum sei. 

Ist die Geschwindigkeit im An&ngsp unkte {x = 0), V\ die im 
Endpunkte (a; =s tOi so ist • 

Dieiif«r, VaiUttonmohmuig. 13 
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194 §. 22. 4. Kurve der gi'ösaten Geschwindigkeit. 

» 

0 

und man wird also letzteres Intc^^ral zu einem Maximum zu machen 
haben. Dabei nehmen wir die Axe der x zweckmässig vertikal im 
Sinne der Schwere au (b positiv, den Anfangspunkt der Koordinaten 
im Ausgangspunkte), da hier offenbar ein Zurückgehen der Kurve 
nach oben nicht, zulässig ist. 

Die Gljeichung, welche v bestimmt (als Funktion von x) ist 

= ' -/WV^^ : • • • 

wenn/(i;) den Widerstand bezeichnet. 

Wir werden nun die beiden Funktionen if und welche durch 
die vorige Gleichung verbunden sind, nach §. 13, II. bestimmen, wo 

+ 1[VV» + f(v) VTT72], 

so dass iy = y, i? = r)i 
Hieraus 

A/(«')y=«Vx+7s-«'55+v>)vr+y' = o, (e) 

aus welchen Gleichungen, in Verbindung mit (d), v und y folgen 
sollen. 

Hieraus 



/(.) dX _ y" 1 dv r:—-f{i^ 

c dx y«Vl + y'" t/ dx^ """^ /(«?)* 

Weiter aus (e): 

fiv) ^ ry' dl 
f{v) c{l-\'y'')dx' 

also 



4- 1 v_äv\dX _ y" 



0 yi^^icdxjdx y2yi_|_yj' 
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§. 22. 4. Kurve der grössten Geschwindigkeit 195 
d. h. wegeu (d): 

dl cy" , c , . 

aa; ?/ ^ -2/ 

Somit hat mau zur Bestimmung von v und : 

vj^^9-mVr+7K'^{^+c.)==cVTT7' (g) 

Der weiteren Durchführung wollen wir uns enthalten, da sie 
keine besondere Schwierigkeiten darbietet, die Aufgabe auch von 
keinem besonderen Bdange ist. 
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Diractor der SternKarte und rrofessor zu Jen». MUgllede der Kiuerltcb Leopold. Ctrolin. d«uUehra AeadntI« 
der Nstiirforachar und der gelehrten GeaelUchaften lu Bredau, Frankfurt a. M., Halte und Jen&. 

Siebente revidirte Stereotyp-Ausgabe. Imperial -Octav. geh. 
Tafel I. und II. (Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen Functio- 
nen). Preis 1 Thlr. 71/2 Sgr. 
Tal^l m. (bterpolationgtafel, SnpplemeDt in anenLogaiitbmentafeln). Preis 15 Sgr. 

Aassovdem ist oin/chi verkäuflich fiir Soldie, welche Tafeln für trigonome- 
trische Rechnungen nicht nüthie; haben: 

Tafel I. (Logarithmen der Zahlen). Preis 20 Sgr. 

Jedem, welcher mit siebenstelligen Logarithmen zu rechnen veranlasst ist, dürften 
diese Taflein willkommen sein, da sie in mebrfiusber ffinsicht wesentUehe Fortschritte ent- 
halten. Wahrend nämlich alle Werke über Logarithmen, welche auf beciucmere Weise 
sngleich schärfere Resultate liefern, einen grösseren Umfang zu haben pflegen, gewäh- 
ren diese Tafeln, verglichen mit anderen fiir dieselben Zwecke bestimmten, bei gerin- 
gcrem Umfange eine grössere Genauigkeit und eine bequemere Interpo- 
lation, besonders in dem schwierigsten Thoile derselben, bei den kleinen trif^ono- 
metrischeu ITuuctiouen, wo die schriftlichcfi Hülfsrechnungeu ganz vermieden 
werden. 

Durch die unter der letzten Dedmalstelle der I.ogarithmcn angebrachten Striche 
ist die Grenze dos Fehlers, welchen das Abschneiden aller folgenden Stellen mit sich 
bringt, auf die Hälfte vermindert. In Folge dieser Einrichtung gestatten auch die in 
der Einleitung nachgewiesenen drei Methoden für die Vereinigung der Proportional- 
theile mit den LognritliTnen einen verschiedenen Gebrauch der Tafeln I und II, je nach 
Gewohnheit und Bediirfniss, welcher Vortheil durch die Interpolationstafel (Tafel III) 
DOeh weiter nnterstutzt wird. 

Femer gewähren diese Tafeln eine befiuomere und schärfere Rechnung mit sechs- 
stelligen Loi^arithmcn als die sechsstelligen Tafeln anderer Logarithmenwerke. 

Ausserdem zeichnen sich diese Taftln vor vielen anderen durch Correctheit aus, 
und wd in dieser Hinsicht bemerkt, dass ihre Auiitellung zur Entdeckung und Vermei- 
dung von 555 (fünfhundert fünfündfunzig) Fehlern anderer Tafeln (eiuschliesslich der 
31 Fehler in den Zahlen S und T der Callet 'sehen Tafchi) Veranlassung gegeben hat. 

Bndlich ist auf die Ausstattang die grösste Sorgfalt verwendet; insbesondere wird 
sich der Satz durch Ziffern von eigonthiimlichcr Klarheit und Scb&ife, welche bei den 
lichten Zwischenräumen der Ziffern und Spalten dem Auge vollkommene Rahe gewähren, 
sowie der sorgsame Druck auf sehr schönem und starkem Velinpapier in bequemem For- 
mate der Zustimmung des Publicums zu erfreuen haben. Kein Logarithmen- Werk irgend 
einer Nation, der Deutschen, Engländer oder Franzosen etc., dürfte hinsichtlich der Aus- 
stattung und des billigen Preises die Vcrgleichung mu diesen Tafeln bestehen. 

Um die in den Tafeln mSglicberwdse noch YerbUebenen Febler sn entfernen, sind 
Preise auf deren Entdcckunjc ausgesetzt worden. 

Das Nähere ist aus der Vorrede und den Einleitung^ zu entnehmen, welche der be- 
sonderen Beachtung der Leser empfohlen werden. 

Für Diejenigen, welche viel mit Logarithmen arbeiten, aber an schwachen Augen 
leiden, sind eine Anzahl Exemplare auf meerpcrünem Papier gedruckt, welche Färbung die 
Augen ausserordentlich schont. Diese Exemplare können für den gleichen Preis wie die 
auf weissem Papier besogen werden. * 

Da wo Mehrere zum Ankaufe einer Anzahl von Exemplaren zusammentreten , fiir 
Lehranstalten etc. ist jede Buchhandlung in den Stand gesetzt auf G auf einmal bezo- 
gene Exemplare ein Freiexemplar zu gewähren. 
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Ycikg Toa Friedrich Yieweg und Sohn in BrannBchweig. 

Ausgleichung der Beobachtungsfehler 

nach der Methode der kleinsten Quadratsummen. 
Mit sahireichen Anwendungen, namentlich auf geodätische Messungen. 

Von 

Dr. J. Dienger, 

PMfiMor 4«r MtlhtMVik u in polytaehalacbM Sdnlt su Ktibrabt. 

Mit in den Test eingedraekten Holntichen. 
gr. 8. Fein VeUiiiMipler. geh. Preis 1 TUr. 6 Sgr. 



Abbildung krummer Oberflächen 

auf einander 

und 

Anwendung derselben auf höhere Geodäsie. 

Von 

Dr. J. Dienger, 

FrofcMor dar ÜMlMMtlk u df r yo^lMlnlMlMa Schal» ra KarlanilM. 

Mit in den Text eingedraekten Hohotiehen. . 
gr. 8. Fein Velinpapier, geh. Preis 80 Sgr. 



Fünfstellige 

logaiithmische und trigonometrische 

Tafeln. 

Herausgegeben von 
Dr. O. Schlömilch, 

KOnlgL BiobBlschem Hofrath nnd Profensor, Mitglied der Könipl. Schwedischen Akademie 
der KOnlgl. SüchBischcn Gcsfllschaft der WlsseiinchaflLn etc. eto. 

8. Fein Velinpapier, geh. Preis 20 Sgr. 

Inhalt. Die Brigg'sclicn Logarithmen der nntürliclicn Zahlen von 1 bis 
10909. — Tafel Kur Verwandlung der Brigg'schen Logarithmen in natürliche. — 
Brigg'sche und natirUeh« Logattthmen oft rorkommender ZaUm. — Länge der 
Kreisbögen Ittr die einsekea Grade, Minaten nnd Seeanden für den Halbmeeser 
Eins. — Die natürlichen goniometrischen Functionen der Winkel von 10 zu 10 Mi- 
nuten. — Die Logarithmen der goniometrischcn Functionen der Winkel von Minute 
zu Minute. — Kcciproke Werthe, Quadratwurzeln, Cubikwur^tlu und natürliche 
Logaiithmen der ZaUen von 1 bis 100. — EUipeenquadrantcn. ~ PhysUtalische 
und ehemisebe Constanten. 
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Verlag von Friedrich Yieweg und Sohn in BrauuehwMg. 

Yorlesungeii über Zahlentheorie 

von 

P. G. Lejeune-Dirichlot. 
Herausgegeben 

▼Ott 

R. Dedekind, 

ProlllMor der höheren Mathematik am Colleglum rir^niim >u Brauntchirelf. 

gr. 8. Fein Velinpi^ier. g«h. rnit 8 Thlr. 8 Sgr. 

Die Vorlesangttn über ZnliKiitlieorie, iq^fllcbe von Dirichlet in Berlin und 
spätt-r in Göttingen gchnltt n sind, haben einen so bedeutenden Erfolg gehabt, dass 
schon üfter der Wunsch nach einer möglichst getreuen Fublication derselben aus- 
gesprochen worden ift. Da in firttbem ZeHen dfo Zahlentbeorie weder auf Sehn« 
Icn noch nuf l'nivcrsitiitni Gogenstand des Unterrichts war, und da os auch an 
eigentlichen Lehrbüchern für diesen Tbeil der Mathematik fehlte, so mussten diese 
Yorleaungen mit den enten Elementen, mit der Lehre von dtr ThetlbailEeit der 
Zahlen be^nen; andererseits erstreckten sie sich bis zu den ftinen von Di rieh! et 
in die Wissenschaft oinf^orührten Methoden, welche in der Anwendung der Infini- 
tesimal-Kcchnuug auf rrobleme der Zahlentheorie bestehen. Bei der jetzigen Her- 
ansgabe ist dieser Umfang beibehalten, um den Stndirenden ein Lehrbocb in «Ue 
Hand zu geben, welches nicht blos die tmenthehrlichen nnindlaf^rn für jedes Stu- 
dium der Zahlentheorie, sondern auch die neuen Principieu enthält, durch welche 
dieselbe in die innigste Verbindung mit anderen Tbeiloi der Ifitthenutik getre- 
ten ist. 



Praktische Anwendungen 

für die 

Integration der totalen und partialen 

Differentialgleichungen. 

Ycm 

Dr. G. W. Strauch, 
Beetor dtr haSuum VtttetiielilMaistalft wn Uni im lümten AwgMk 

Erster Band. 

gr. 8. Fein Velinpapier, geb. Preis 8 Thlr. 

Die Verbigsbimdlung flbergiebt dem mathematisehen Pnbliknm hiermit ein 

Werk, welches praktische Anwendungen für die höchsten Partien der Integralrech- 
nung enthält. Ucber den reichen Inhalt desselben gieht die Vorrede und das In- 
haltsverzeichniss ausführliche Kunde. Das Werk ist eine Ergänzung zu jedem Lehr- 
buche der höheren Analysis. Dabei sind namentlich dicijenigen Leser, wdcbe Selbst- 
studium betreiben, so berücksichtigt, dass sie alle nöthige Aufklärung im Buobe 
selbst finden, und niemals in den Fall kommen werden, sich anderswo Raths erho- 
len sn mSssen. 

Dass bis jetzt sowobl in der deutschen als auch in allen ausländischen Spra- 
chen ein solches Werk geflehlt hat, weiss jeder, dem der Zustand der mathema- 
tisohen Literatur bekannt ist. Dass aber auch der Verfasser der Manu war zur 
Hentdfamg eines so schwierigen und interessanten Werkes, dafür bttrgt die Aner- 
kennung , welche derselbe vidtech bei den wissensehaftliehen AntoritSten des la- 
und Auslandes erlangt hat. 
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Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn in Braunschweig. 



Compendiura der höheren Analysis 

von 

Dr. Oscar Schlömilch, 

PrufcMor der häheren Mathematik an der Künigl. polytechnUchen Schule tu Dreiden und Mitglied der 
, Königl. Geieltscbaft der Wiisenschaftea xu Leipzig etc. 

In zwei Bänden. 

Mit in den Text eingedruckten Holzstichen. 

Zweite völlig umgearbeitete und vermehrte Auflage. 

gr. 8. Fein Velinpap. geh. 

Erster Band. Preis 2 Thlr. 15 Sgr. 

Zweiter Band. Preis 3 Thlr. 

Die gegenwärtige zweite Auflage meines Compendluins der höheren Analysis 
weicht von der ersten in materieller und formeller Beziehung so bedeutend ab, 
dass sie wohl als ein ganz neues Werk gelten kann. Was erstens den Inhalt be- 
trifft, so mochte ich mich nicht wieder dem Vorwurfe aussetzen, dass kurze Abrisse 
einzelner wichtiger Theorieen , wie z. B. der elliptischen Functionen, der partiellen 
Differentialgleichungen etc. für ein auf das Nothwendigstc beschränktes Studium zu 
viel, dagegen für ein tieferes Eingehen zu wenig bieten, und so blieb mir nur die 
Wahl, das Werk entweder auf ein Lehrbuch für den ersten Unterricht zu reduciren 
oder es zu einem ausführlichen Ilandbuche zu erweitern. Da es an Werken der 
ersten Art nicht fehlt, während aus neuerer Zeit fast keines der zweiten Art existirt 
(Moigno's Le(^ons sind bekanntlich unvollendet geblieben), so entschied ich mich 
für das Letztere; um gleichzeitig den Gebrauch des Werkes in Schule und Haus 
möglichst bequem zu machen, habe ich das ganze Material auf zwei Bände vertheilt. 
Der erste Bond umfasst ungefähr soviel, als an Universitäten und polytechnischen 
Instituten in einem Jahre vorgetragen werden kann; sein Inhalt würde zum Studium 
der bekannteren Werke über analytische Mechanik, Ingenicurwissenschaften etc. aus- 
reichen. Der zweite Band giebt eine ausführlichere Darstellung einzelner Theorieen, 
z.B. höhere Differentialquotienten, Mac Laurin's Theorem für complexe Variabele, 
die Reihen von BUrmann und Lagrange, halbconvergente Reihen, Kourier's 
Reihe (für reelle und complexe Variabele), Euler 'sche Integrale, elliptische Functio- 
nen, vielfache Integrale, partielle Differentialgleichungen, Elemente der Variations- 
rechnung. — Ueber die Begründung der einzelnen und namentlich mehrerer funda- 
mentalen Sätze der Differential- sowie der Integralrechnung ist schon von mehreren 
Seiten bemerkt worden, dass sie fast nirgends (selbst bei Cauchy und Moigno 
nicht) in voller Strenge zu finden sei; ich habe mir gerade nach dieser Richtung 
hin die äusserste Genauigkeit zur Pflicht gemacht und hoffe, auch den rigorosesten 
Anforderungen zu genügen. Begreiflicherweise musste deswegen die Anordnung des 
Stoffes sehr wesentliche Aenderungen erleiden und zugleich manche neue Betrach- 
tung eingeschaltet werden; hoffentlich ist es mir gelungen, Einfachheit mit Strenge 
zu vereinigen. Auch im Uebrigen und besonders im zweiten Bande dürften sich 
eigenthümliche Entwickelungen ziemlich häufig finden. 



Die Praxis 

der 

Methode der kleinsten Quadrate 

für die 

Bedürfnisse der Anfänger 

bearbeitet von 
W. V. Freeden, 

Oberlehrer der Mathematik und Thyiik, Itector der (irn»her/ogl. Oldenburgiachen Navigatlonaachute. 

Erster Theil: 
Elementare Darstellung der Methode nebst Sammlung vollständig berechneter 
physikalischer, meteorologischer, geodätischer und astronomischer Aufgaben, welche 
auf lineare und transcendcnte Gleichungen führen, 
gr. ö. Fein Velinpapier, geh. Preis 1 Thlr. 
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